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\OTICE

SURLES

TRAVAUN MATHEMATIOUES

Moo A MANNHEIVL

AVANT-PROPOS.

En un mot, j'ai cherche, avant tont, ia
méthode de démonteer et de déeouveis
en simple Geomeétrie.

Poserrrn, Traite des propreéee,

profectives des figures

Mes travaux se rapportent a la Géomeétrie pure, & cette science ¢minen-
ment francaise que Poncelet et Chasles ont portée si haut et qui a pour
objet la découverte et la démonstration des proprictes géométriques
moyen des méthodes geometriques.

Voici les prineipaux sujets dont je me suis occupé :

a. Les méthodes de transformations géometriques, particulierement les
transformations par rayons veeteurs rvéciproques el par polaires réci-
proques. Jai poursnivi les belles recherches du général Poncelet sur 1o
théorie des polaives réeiproques, en traitant a plusieurs veprises de Ii
transformation des proprictés métriques des figures.

b. La surface de Ponde. Mes recherches sur Ia surface de Ponde se dis-
tinguent non seulement par les résultats obtenus, mais par les méthodes
employées. Fai déconvert de nouvelles propriétés géométriques de cotte
surface et fai eté assez heureux pour en trouver un certain nombre suscep-
tibles d'interprétation optique. On ne connaissait que peu de proprictes de
ceogenre, malgre les beaux travaux de Fresnel, Hamilton, Mace-Cullagh et
Plucker.

oo Larepresentation plane de certaines figures de espace.
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o Létade des pinceanx etde lears transformees, en cherchant Ty corres-
pondance qui existe entre lears vepresentations planes, wdée qui ¢tait neuve
et qui prendrea de grands développements. .

e Enfing, jeome suis oceupé pendant de Tongues annces des proprietes
relatives an déplacement des figures dans Pespace et des applications de ees
proprictes. Cela m’a permis de constituer un ensemble que je désiane sous
le nomn de Geometrie cincmatique .

Favdeveloppe les éléments de cette branche nouvelle de T Seienee duns
mon Cours de Geometrie deserptice * ety ainsi que je le disais dans Lo pre-
face, « en employvant d'une manitre svstematique des propricids qui con-
cernent les déplacenients des figures comme procede es simple de de-
monstration, je suis arvive a constituer une noucelle méthode géometiigie wn
moyen de Taquelle jai pu vésoudree des problemes jusquiic véserves i 1 Ana-
Ivse mfinitésimale. Ces proprictés, daillenrs intéressantes en elles-mémes
et qui sont d'une application immeédiate en Wecangue, m'ont également
permis de faive une Lecon d Optique géomeétrigue.

» Les applications de fa Géometrie cindmatique i la Géomeétrie deserip-
tive concernent le raceordement des surfaces, ete.

» Toutes cesapplications, winsi que celles dontil est question plus loin,

U] Feu le professear Aronbold avail créc, & Berlin, un cours de Gemnctrie eincinatine, dans
Jequel i exposait mes Travaux. Ce cours st eontinud par M. le B Bula.

#2) En parlant de cet Quvrage, ML Resal termine zinsi une Note qu'il a présentée 2 V' Aeademie
des Sviences Do déeembre 18-g) zous le titre Note sur les differentes brasches de la Cinet
tierleeie

o M Manndieim, par de nombrenses et intéressantes applications, o monire que Femplod ides

s propositions éiémentaires de la Géoméirie cinématique consiitue wie méthade neuvelle dane
veritable orivinalite,

o Lo Gcvnictrie cincinetigee do Mo Mannhieim n'est pas simplement Ta partie géomdétvique de fo

e

oy belle quion Pétmdiait juzquiel. Elle congi

v encoulre les fivares mobiles de forme

cvariahles comprend anssi T recherehe des propridtes relatives aux Goures de fee ivariable
pour lesuelles Te déplacement n'est pas absolunwent défini, of dont, avant M. Mansheim. on ne

SCLl jamais oceupd,

» Comme dans cette conrle Nole je wai en pour olijel aque de fiver gueljues définitions. ji
ninsisto

s sur la valenr du Livee de ML Mannbein, {‘I|_|']'] e =0l |1-::11[‘141I]I |I|‘!"'[j]l_‘3 e |iiJ'|‘i5l|e'.

aomon point de vae, ce beau travail Slablit nn point de repere important dans Phistoire de Ta
seicnee, »

Mon Ouvraze. quoique portant le titre du Cours que je professe 4 1'Eeole Palviechnique, peut
done ¢tre considérd comme renfermant nne pariie alsolument originale. Vespere quiil contribnera
arepandre e codt de la Géomélrie pure.

1 aétd adopté dans des Universilés ctrangeres. La premicre édition. parue enisso. elant presgue
Cpuisée, la deunicme est en préparation.
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]
sont e fenit de mes recherches personnelles. Elles sont présentées dans
mon Ouviage sons une forme approprice i Penseignement.

o Fai ajoute o oplusicurs Lecons des Suppléments qui renfermeni
quelques developpements relatifs @ Ta théorie des surfaces ot montren:
Putihite des surfaces que Pai appelées normalies. Dans Tauives Supple-
ments, [abdonne diverses applications de Géométrie cinématiue, atin de
Faire nieax connaitre et de propager une méthode Beonde qui me sembie
diene de Pattention des eéomiires. »

Cette methode, on poarrait la rattacher aux procodes céomévigues oo
nsige parm les géometres duoxvn® sieele @ Descartes, Roberval, Macliu-
rin, etes, procedés dont Pinvention du Calen! tafinitésimal amena, pone ne
FRITHEN [ahandon presgue t.‘l'm]p]:'!.

Coome sevatt en grand honnear Cavolr, en fommissant des DECHYES nonn-
hircuses de Teur putssanee, contribud, pour g part, B fadee renaitre cos
precieax movens dlinvestigation et de démonstration an commun avaniage
de fa Géomctrie et de PAnalyse, naturellement solidaives dans lewrs pro-

aris,

APERCU SOMMAIRE DES TRAVAUX ANALYSES DANS CETTE NOTICE.

Cet apereu renferme surtont énumeration des questions nouvelles que

Pattraitées et indieation des ¢léments nouveanx que jai mtroduits duns li
Scieinee,

Mes vecherches sur la théorie des polaires véciprogques ont en pour objel
de developper cette theorie due i Tillustre Poneelet (zorr, dans cette Notiee,  ———
fes s 1,2, 16 (1),

Parmt diverses applications de la transformation par ravons veeteurs re-
ciproqaes, je citeval Petade de L evelide (de Dupin (90 Lamarvehe suivie
dans ce travail a ¢té adopteée par ML Beetrand dans son Traité de Calew! diffe-

rendicd.

Uy Pare B oenceffel, Fauteur (Mannheim o est areive 3 divers résaltats remarqoables, Jos ——————""
ans déf connus, fes putres toul a fait ineonnus. o (Poxerner. Traite’ dov proprictes proectices

doe frgeres, UL e 45120
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Dans la transformation par ravons vectenrs réciproques, j'al pris pour
pole de transformation un point particulier, au moven duquel on peat trans-
former une courbe en elle-méme, et que Jai appelé pole principal. Vi fait
connaitre quelques proprictes aéncrales des piles prineipawre (190 . Ces ve-
cherches sur la evelide et sur les poles principaux ont donné licw an travail
de M Moutard sur les anallagmatiques du guatvieme ordre,

La construction géometrique du centre de conrbure d'un assez grand
nombre de courbes a eté, aplusieurs reprises, le sujet de mes recherches
3,000,607, 05 0

On connaissail peir de théoremes surles ares de conrbes @ Jen al trouve
an ecertain nombre 13,17 L Ldée de considérer les aves de courbes planes
o sphériques comme enveloppes de cercles ctait rowcelle an moment ol
mon Memoive a parn.

Dans ' Erude du rfr’}u!ﬂr‘r’.h'f“n! dun corps solide, jai, o pPremier. suppose
fe corps mobile soumis ades conditions géomdétriques (s varices et di-
verses 2L Dans toutes les circonstances ot jai place la ficure mobile, ju
cherehé aélueider tout ce qui coneerne son deplacement @ par exemple, Jai
donune dfune facon géncrale Te moven de construive Paxe instantaneé de ro-
tation el de glissement, etle pasdes hélices infiniment petites déerites: Pon-
celet et Chasles s'¢taient oceapes d'un seul cas particulior de ce probleme.
Ce Memaotre venferme une nouveile méthode des normales qui se prete i de
nombreux 111'l\'1~|n[')|wmt-n1.\' 17,018,220, 36, 11, 56, 71, ete. .

Cette otade a oté en partie introduite dans Penseignement, en France et
a P Etranger.

Mo Ftude sur le deplacement w6t Tobjet d'un Rapport approuve par
FAcadimie dans Lo séanee du 23 mars 1363, et dont voiel les conelusions :

Loetnde des deplacements que peat prendee un corps souniz & moins deoeing

U Pode plus loing peoassune Note tres biemveillante du oénérel Poneelet.

cr To Ml Mannbeime belongs the eredit of having heen the first o study geometrically the
Winemalies of a constrainerd body from o peclectly coneral point ol view  Baw, Theor of
IR RN l]llt?]ill. IS:P‘ k.

O areimprimd, en sepiemibre 1880, dans e Jowsaal de Borehords, un tres bean Travail du
profezseur Schimemann, présente i U Académie de Berlin en 1855, el qui contient fes cnoneds dun
certain nombre de résultuts relatifs an diplicement de< ficures: mais M. Sehinemann n'aviit
considéré que fe cas particnlior of la fisire mobile et assnioitie 1 oavoir des points <ur ides str-

faces donndes
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conditions n'avait pas encore fixé Uattention des géomdétres, e, i eet conrd. ofle
constitne un progres dans o marche paturelle de Ja science. Les applications (e
Phibile professeura faites de ses résaltats i de nombreuses gquestions conecrnant I
thiéorie des lignes et des sarfaces courbes, dont on ne possédait point encore de
solutions, donnent nne importance (r¢s marqudée i son travail, que nous sommes
heureux de sicnaler avee confiance a lattention particulicre des géometres, et dont
nous avons Fhonneur de proposer i '\eadémie Uinseriion dans le Recweil des Na-
vants étrangers, (Commissaires, ML Bertrand, Bounet: Chasles, rapportenr.)

Fai-considere une figure dont le deéplacement n’est pas complitement
defini, c'esti-dive qui est assujettie i moins de cing conditions. La ques-
ton qui se presentait dabord était 'étude d'une figure de forme invariable
dontle déplacement est soumis i quatee conditions. Ce travail, qui a pris
depuis Tors un grand developpement, débute par un théorime fondamental,
gencralisation de cette proposition hien connue de Géométrie plane @ les
normales aux trajectoires des points d'un plan qui glisse sur lui-méme
passent par un point fixe, centre instantand de rotation,

Ce théoreme fondamental peut s’ énoncer ainsi @ Les normales auwr surfaces
trajectotres des pownts d'un corps rencontrent toutes, dewr cericines droites.
axves sunultands de rotation ', Anx lignes trajectoives de Ta proposition de
‘Geometrie plane corvespondent icl des surfaces trajectoires, et an centre
mstantane, deux axes simultanés de rotation: cos deuyx axes jouent un role
tres important dans toute cette ¢tude 2, comme on e voit dans mon Me-
moire sur les surfaces trajectoires des poinis d'une figure de forme incariable
dont le deplacement est assujett! « quatre conditions 18, 20, 26, 37, 38.
84 (7). Ge Mémoire a été Vobjet d'un Rapport approuve pur I'Académie,
dont voici les conclusions G octobre 1873«

Les géométres comprendront, =ans que nous avons hesoin d'insister, toute Pi-
portance dunre travail qui réunit dans une théocie absolument nouvelle, en les deé-
duisant d'un mode uniforme de démonstration, des résultats anssi précis et anssi
considérables,

Nous ne saurions le reconmmander trop vivement aux encouragements de 'Aca-
démie. et la Commission déclare, & Pnnanimité, qoe ce Mémoire lui parait tres

() Foarnt s,

1) Depuis T publication de mes travaus, MM Ribaveour et Halphen se sont aussi occupés du
déplacement d'un corps assujetti & moins de cinig conditions.

[# La publication de mes recherches sur les figures dont les déplacements sonl azsujeitis a
mnins de cing conditions a provogud d'inléressantz travaus, dus a MM, Somoft, Ribaucour, Hal-
phen, ete.
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diene detre inscre dans le Recueil des Savants étrangers, (Contmissaires
VL Bertrand, Bonuet: Chasles rapporteur.)

Parmi diverses applications que Jai faites de la proposition importante
relative aux normales aux surfaces trajectoires, je citeral la détermination
de la diveetion des liznes de courbure de Ta sorvface de Ponde ot T con-
<truction des centres de courbure principaox de cette surlfuce 119 | pro-

blemes qui n'avaient pas encore ¢4¢ resolus.

La surface de Tonde, dont je viens de parler, o oceape dune facon
particulivre. Fai déconvert de nouvelles proprictés géometriques de cette
strface, et Jai ete assez heurenx, comme je Pat ditdans mon avint-propos,
pour en lrowcer in certain nombre .i'h‘.(‘r"(’.‘m'!.f)a"(’,k' n"’r}.l{f'.!"rr;'rr"{r.f{:‘rm apligue 1,
W00, 18,19, 62,63, 61,69, T3, 76,78, 7O, 80 oL 8!

La correspondance remarquable que p'établis entre Te centre nstantane
de rotation et un systeme de deux axes de votation m'a conduit plus tavd &
signaler dans Uespace deux certaines droites, que jai appelées drodtes de
cotirbure, comme jouant un role analogue & celui du centee de courbnre
done ligne plane.

De L, comme je ai montre, la possibilite d"¢tabliv une théorie geome-
trigue du contact des surfaces (317, Depuis les travaux de Cauchy et de
Dipin, cette théorie n"avait guere fait de progres.

Dians mon Etude surle deplacement, "at appele Fattention sur la surlace,
lieuw dune série de normales @ une surface donnée. que Jai nommée rnor-
malie. 1utitite des normalies ressort de mes Communications [ 19, 20, 21,
20,28, 29, 31, 55, 34, 35,39, 41, 42, 46, ete. . Plasieurs géometres en
ont fait usage et le terme est adopté aussi bien o Uétranger qu'en France,

Les proprictes des normalies et quelques theoremes sur le deplacement
des tigares, emploves concurremment, mont permis de résoudre certains
problemes dont Ta solution paraissait réservée o la méthode analvtique. Je
veux parler des questions qui nécessitent Femploi d’infiniment petits duo
trotsicime ordre, comme @ détermimer le vavon de courbure de Ta developpée

oy Mes premiers travaus sur la surface de onde ont é1¢é réunis el commentés dans une mie-
ressante ¢tude de M. le professenr C. Niven | Ouarterdy Journal, 18781
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9
d'une section plane faite dans une surface; déterminer le plan osculatear
cnun pointde fa courbe de contact d'une surface et d'un cone qui lui est
circonscrit, ele., ete. (85, 46, 17, 81\, Ces questions difficiles n’avaient encore
cte abordees, ni géomctriquement, ni analyitiquement.

Apres Te probleme des normales est venu se placer natavellement te pro-
bleme plas compliqué de La vecherehe des ¢léments de conrbure des Tignes
deervites pendant fe déplacement dun corps. A ce sujet, jai monte¢ quiil
existe une droite an moven de laquelle on peat determiner fes pluns oscu-
Fiteurs et Tes ravons de conrbure des trajectoires des points d'une droite
mobhile. Les axes de conrbure des développables enveloppes des plans 'un
faiseean mobile se construisent aussi an moven dune certaine drotie 22,
230 Cos resultats, que jai seulement énoneés, sont des applications de
formules, encore mddes. velatives a fa déformation des figures polyvedrales
de forme variable. Independamment de ces constractions, jlar faet connaitie
de nonibreases /H'r)a,r)r'.flr"!r".\‘ g'r"m*}'c{fr‘.\‘ refatives a la courbure des f.*‘l_f_{frra\' o surfaces

-

trajectotres 36, 37, 38

L'emplot des droites que jai appelées aves de courbure m’a permis de
trouver plusicurs géndralisations du théoreme de Meusnier (28 5 Tune
d’elles condait & fa construction de la sphive osculatrice en nn point de fa
courbe diintersection de deux surtiuces 45, 52, On #avait encore deternind
que le plan osewlalenwr en wn point de celte courbe.

Pendant que les points d'un corps déerivent autour de Teurs positions
mitiales des eléments de leurs surfaces trajectoives, les droites entvainées
cngendrent des pinceanx. Hamilton et Kummer ont ¢tadié analvtiquement
fes prnceanxs jen ai fait une ctude purement géometrigne. Pour cela, jlar
imaging de veprésenter chacune des susfaces élementacres un pineean par
une droite que jai appelée droce awxdiaie. Letude du pinceau des nor-
males ioune surface m'a condait & une nowcelle thévrie géoméirigue de li
courbure des suirfaces 33

En faisant usage d'une simple propriéte velative an déplacement "un
diedre droit, Jai pu trouver géomctriquement la liaison qui existe entre les
droites de courbure des nappes de la développée d'une surface (207

¢U Depuis, ML Ribaneour, par ses proeédés analviigues, o monted anssi que cetle laison ev-
prime an moyen dun paraboloide hyperboligue.

M.
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Pai donné depuis, géométriguement ausst. deux relations analvtiques
entre les ¢léments qui fixent Ta position de ces dioites 117 1. Ces relations
nouvelles ont ¢1¢ ensuite démontrées analytiquement par M. Halphen,

Fai utilise la droite awediadre, dont Jai parle precedemment, non senie-
ment dans Pétude des pinceanx (33, 371, mais aussi pour trovver de nomn-
brenses proprictes de deux courbes, qui ont fes mémes novimales prinei-

pales, et de la surface formée par ces normales 35

Lenveloppe des drodtes awxtliadres corvespondant aux céncratrices dune
surface veglee est une courhe reprdsentatioe de cette suriace. Aumoven e
courhes l‘n'i}t’lf‘&it‘lll:iﬂ\'i‘:«'. Petude de certaines surfaces T'I'gil"t't% dOCLe e nce
A etude de courbes |af;u|{-4 o8, a4, 6L 68 procéde nowean g a .s'r'm‘,u_ff'/;l
Iciude de ces .\'H{ﬁ{:‘(’é‘ J'f’:_f;'fr"r",'\'.

Partant de la représentation des surfuces clémentaives d'un pineran, jal
ote conduit i veprésenter un pineean par une circonference et an de ses
points. L'étude des transformations des pinecaux estalors vamences ["Crade
de proprictés velatives avdes cireonferences de cercles, travtes st un ménme

plan (7 1,70, 76,80 . On nlacait rien faid " analogiee.

Fai stmplifie Ta veprésentation d'un elenient de surfaee véglee, enifen-
plovant qu'un point reprdsentatif. Vai fait usage de ce point dans un Mémonee
A Optique: géométrigue, oiv Japplique le point representaiil i de notivelles
demonsteations relatives & la courbure des surfaces, eb ouje traite et resons
dune facon compléte, et duns le cas le plus géncral. un probleme dOp g
quicavait cte traite seulement dans o cas particudicr, et sans qu'on [l -
vive aux constructions demandées par la question (88 Mon Meémoire, qui
pavaitva dans les Aved della B Accalemia ded Linced o ¢te objet dhan vappord

de MML Cremona et Belteami Crodre I G2, les conelustons de ee Rapport

Je termine der ee tres sommaire expose, par leguel jo ne pois espeérer
avolr fait ressortie tout 'intérét que présentent. tant en elles-mémes qaan
point de vue de lear application & la théorie des surfaces, mes recherelos
refatives aux déplacements des figures

dde guelques propositions de Genelrdae clucheatique que e siis
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ANALYSE DES TRAVALN.

Lo Note sur la thiorie des polaires réciprogucs.

Feuilles autographices, Metz, 1851,

Cetle Nole se lermine par une premiere tentative de transfornmiion des
[roprietes n'li"lr'i.r!lll-s ides tigures.

2. Transformation des propri‘tés métrigues des flgures
a Daide de la théorie dey /)(J/m'f'r'.\' réciproques.

Brochure in-8° Paris. 1357

Dans <on heau Memotve sur o théorie générale des polaives véeiproques,
e wéndrval Poneelet avalt montré comment on pouvait transformer les rela-
tons métvigues projeciives, ety dans une Note qui a parn dans e Tome Vil
deda Correspondenee mathematique de Quetelfer, M. Poncelet avait fait voir
comment on pouvalt readre projectives certaines relations métriques.

Dans ma brochure Jai résolu fes denx questions suivantes :

v Transformer. a Caide de la theorie des polaires réciproques. une refation
melrigue sans lal fuire subir aucune préparation.

o Determiner nmediatement les differentes formes sous lesquelles se seraa
presentee la relation transformee, s Con aoait opeee sar différentes formes de lo
refadion donnee.

ML Chasles Setait ocenpe de L premiere question dans un travail intitale :
Memaire sur la transformation parabolique des relations mctrigues des figures.

Pour repondre 4 cette premivre question, je donne Pexpression de 1o
transformation i segment de droite, par rappert a une circonference de
|'t'|'i"|('.

Pous repondre i la seconde question, jedonne o cette expression un granid
noinhre de formes, afin d*obtenir, pour nne relation meétrique etpar de sim-
ples substitutions, difftrentes formes de Ta velation transformée.

Vorer quelques-unes des applications venfermées dans ma brochuore

1 Teansformation de L distanee dun point i une droite.

2" Transformation du cavve de Phypoténuse,
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30 Transformation de Pidentité @b <+ be = ae, a, b, ¢ étant trots points en

ligne droite.
oy . . als . ) .

1 Transformation du rapport 7 @ by e étant en ligne drotte.

Je suis conduit, dans cette application, i des formes nouvelles du rapport
anhavmonique de quatre pointss Fune de ces formes permet dobtenir fris
stplement une certaine équation exprimant la division homographigue de
denx droites. De cette équation on en deduit deux autres gui avadent e
donnees par M. Chasles dans son Trawé de Géometrie supéricure,

5 Transformation du svsteme de coordonnées de Descartes. Parmi les
vesullats obtenus, Jab ¢te conduit aux denx systemes de coordonnées deve-
foppés par M. Chasles dans Te méme Ouvrage.

G0 Transformation de démonstrations.

Je montre comment on peut obteniv les démonstrations dirvectes des pro-
prictés provenant de la transformation par polaives réciproques. Les démon-
strations quon peut obteniv ainsi sont ou analytiques ou seomelriques,
selon la nature de la démonsteation que on posside de Ta propriete que Fon
transforme. Je donne des exemples de transformation de ces denx genres de
dimonstrations.

Enfin, je termine cette brochure en faisant connaitre des expressions de
la transformation de Paive d'un triangle, du volume dun téiracdre et des
applications de ees expressions. Depuis la publication de cette hrochure, ju
donne de nouveaux exemples de transformation de velations metriques
fror 160,

5. Construction de la tangente, die point de contact d wne drotte avee

son enveloppe pour certains licwe géométriques. Applications alu

e

détermination du centre de courbure des r-um’rﬁ((-‘,v.

Nouvelles Annales de Mathématiques. 1™ série. £ NIV 1857

Sur une droite mobile de longueur variable je construis des triangles
<emblables & un triangle donne, et je détermine La tangente alacourbe hieu
des sormmets de ces triangles. Comme cas particulier, je cherche Tatangente
a la courbe hea des points qui partagent, dans un vapport constant, un seg-
ment de Inn;__:‘n_!‘ur\';u'i;alnh: d'une droite mobile. Inversement, je construis
le point oit une droite touche son enveloppe, lorsque cette drotte se déplace
de telle facon que trois courbes donnces T partagent en segments propor-
tonnels i des segments donnes.
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Ces constructions permettent d'obteniv de plusicurs manieres le centre
de courbure d'une conique. On trouve que le eentre de courbure de la courhe
cuveloppe dhane droite qui détache d'une courbe donnée un segment daive
constante sobtient ainsi ¢« des extrémités de Lo drotte on ¢leve des normales
a L courbe données ces drottes intereeptent, sar La novmale i la courbe en-
veloppe, un segment dont Te miliew est le point cherehie,

K. Construction du centre de courbure de la courbe licw des points
dont les distances a dewr courbes donnces sont dans wn rapport

constent.
Annali i Matematica di Tortoling, t1L po 5640 1858,

Apres avoir trouve plusieurs constructions ¢légantes, je les applique anx
coniques, & Fovale de Descartes et aux caustiques par réfraction.

S, Construction des centres de courbure des (ignes déerites dans le
moncement d une figure plane qui glisse sur son plan.

Journal de | Feole Poly teehnique, XXXVIF Cabhier, 1858,

Une premiere solution est basée sur Uexistence de deux eirconférences.
dont Tune est le lieu des points du plan mobile qui déerivent des courhes
dont Tes centres de courbure sonta Uinting.

Dans Ta denxieme solution, je fais usage de fa formule de Savary, et jo
retrouve une construction due i Bobillier, Ce travail est termindé par le théo-
reme suivant ¢

!'..‘).a".\"'j”‘.’i’f(f? (’UHFIF""-’JI” f'f”i.ff’ sSrune (.'-')Hf'{)(’. {f' !f‘f?”. I'{t”.c centres f{f’ f'f?{':’f‘f’)t’{'f‘l" -"‘rl-"-\'
clements deerits simultancment par tous les poirts de cette contque est une co-

niguee tangente «la prenere, au centre instantand de rolation.,

6. Note sur la Géométrie infinitésimale.
Annali di Matematica, 1. 11, p. 2081 185,

Cette Note renferme plasicurs théoremes intéressants de Géomdeirie infi-
nitesimale. On vy trouve aussi Ta construction du centre de courbure de fa
courbe que Fon obtient en divisant, dans un rapport constant, fes ordon-
nees d'une courbe donndée. Certains théoremes de eotte Note ont 616 repro-
duits par Bowr dans son Trartd de Cinématique voir p. 46-60".
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7. Construction duw centre de conrbure de Uépicyeloide.
Nomvelles Anpales de Mathématigques, 1 =céries G0NV poSoe i85,

Cette constraction sobtient en appliquant fes vesaltats dun travail pre-
cedent (3. Cette Note est tevminée par cette proposition @ Lorsqu dne chai-

netle roule sir wune drotte, sa base passe par un point five,

8. Necherches tL\"(:fJJ’Hf"”'f‘ffH:".\‘ relatives e Hew eles pn.s'r's’frm,v SO =
vives des centres de courbure dune courbe qui roule sur wne

drorte,

Jowrnal de Mathématiques, o seeies UV, pogh 8.

e fats voir géométriguenent que ce liew est une droite Torsque Tacourbe
quicroute est une spivale logavithmique, une parabole Torsqu’on fait vouler
une developpante do eerele, une circonference lorsquiil sagit d'une ey-
clotde, une ellipse dans Te cas dane épieveloide ordinaive, et enfin une

pavabiole forsquion fait vonler une chainette,

N Application de la transforination par rayons vectenrs reciprogiues
a ldtude de la surficce enveloppe dune sphire tangente a trois

P .
.w'/)Hr‘,"r',s' (;I’HHN'{',\'.

Nowvelles Anneles de Mathématiques, 1 série fNIN T 1860

S Dupin o dound le nom de evelide iocette surface et Pa ¢tudiée dans
ses Applications de Gevinelrie.

Favvive tres vapidenient o des propriétes connues de cette surfiee et s
dlantres noavelles, apres avolr montre ilu'vllv provient de Ta transformation
Ao tore par ravons veeleurs réciproques. Cestainst quen transformant
co heaw théorenme de M0 Yvon Villaveeaw © On plan doadlement tangent aun
tore coupe cetle surfiace suivant dewe crreonferences. ohtiens e thiéoreme
swivant s Towie sphere doablement langente i wne cvelide coupe cetie surface
vincant dene ctconferences.

Cedernier theoreme estapplicable au tore.
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10, Sur les poles privciparc.
Bulletin de T sociéte philomathinue, o3 décebre 1860,

Fat appele pile principal, dans La transformation par rayons veeteurs ve-
ciproques, un point qui, pris comme pole de transformation, permet de
transtormer une courbe en elle-méme,

Pavmi les théortmes Enoneds dans cette Note, jeeiterai le suivant

Lorsqid une courbe admet un pole privcipal, il en est de méme de sa trans-
Sormdée par ravons vectears réciproques, obtenue par vapport < un pile guel-
congue pris dans son plin.,

On aun theoreme analogue Torsque Ton considere une sieface avant un

pole prineipal.

Vi. dpplication de la transformation par rayons vecteurs
PeCLproques létucde des (rm‘fr-rru._s'tr'r/m'.s‘.

Bulletin de Tasocic¢té philomathique, a2 déeembre 1860.

Lorsque des vavons cmanés d'un point sont véfléehis par une courbe, ils
cuveloppent, apres cette veflexion, une caustique par véflexion. Jacqgues
Bernoulli o désignd sous e nom danticaustique une cevtaine trajectoive
arthogonale de cos ravons véflechis. Jai adopté cette expression d'anticans-
tgue en Pétendant ancas de la véfraction. Les anticaustiques ne sont
autres que les cnetigues seeondaires de Quetelet.

Parmi les theortmes venfermes dans ce travail, je citerai le suivant

Lanticaustique N d"vne courbe N pour un point lumiinewe Vet un indice 1o
potr agticansitgue, powr le méime: pomnt luminewr el Uindice — 1, wune courts

senblable a M. Le point U est le centre de similitude, et le rapport de sonidivd
L

oxf =
Comme conséquence, on relrouve cetle propriété connue :
Lot F'—.‘.I’."i’.\'.l"l"ljl’”l“ .S‘f’(’UHH!(H‘f'(’ fl”” !’.'{'.’.f'l"lf!l"' cstune ()i-‘(,{f(_‘ JKJ'FI(J Descartes.
12. Sur les polygones plans inserits ot circonscerits.
Applications FAnalvse el de Géométrie: Poneelel. 186s.

Cotte Note renlerme Palinea suivant ¢
a Onareive tres fetlement & Lo constraction de Ly normale 3 La conrbe
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decrite par le sommet Tibre dun polvgone que Fon déforme dun mouve-
pent continu on est ramené, pour resotwdre ce probleme, @ chercher une
droite, issue du sommet libre, telle que Tes segments complés sur eelte
ligne & partie de ce point, el limités i denx droites connues, soient dans
wi rapport détermine. Une construction inverse permet de déterniner le
point ot I'un des eotés du polygone touche sonenveloppe. Enfin, <1 Fon
remargue que construction lincatre qui sert i determier Ta noviade i la
conrbe déerite par un sommet libre nous donne cette normale comme e
caté d'un certain polygone, qui fui-méme se déforme pendant le mouve-
ment continu de fafigure donnée, on peat chercher, toujours par des con-
structions linéaires, le point oit cette novmale touche son envelonpe, ¢est-
q-dive e centre de comrbure de la courbe déerite par e sommet Lhree du
premier polvgone. »

I sulfivait de developper ces quelques Hignes pour trouver T construe-
tion du centre de courhure des lignes déevites pendantle deplacement dune
figure polvgonale de forme variable 1 _

Je eiterai seulement ce théortme, ot il v a une indétermination curicuse :

Lorsqu'un polvgone dwn nombre pair de cotés est inseril « une conique el
que tous ses coles imoins i picotent attour de points fives, le cote demenrd lilre
touche son enceloppe au point awtour duguel picoterait ce dernier cole, st les
sormmelts du polvgone parcouraient des droites convergentes e un point quel-
f‘f”H}I’”f}-

V3. Des ares des courbes /Jf(.rm),\‘ O .\'/_Jffr:f'f'r/;.r(-.\' consideres comme
cnveloppes de cereles.

Journal de Mathématiques, »® série. 1. Vil 1862,

Je montre que la dilférence des deux ares enveloppes dune suite de cir-
conferences est égale a foldo, [ ctant le vavon d'one de ces eirconférences
variables de grandeur, et do angle de contingenee de Ta courbe enyeloppe
des cordes de contact de ces cireonfévences. On trouve immediatement

Ty On pent releowver ainsi la solution de la question suivanic. que Jai communigquée o la
soeittd plhilonthique 05 mui 18607

(] ).',-rufu‘f__:mu' e deplace dons son plase en restent semblable a tii-mcme. On donne fes ecutres
e conit bire de la conrbe enveloppe i des cites ef des courbes dovrites preer les eatrcinitey de
concotes On demende fe contre de conrbure de lo ligne decrite par e sominet queleongue du
pobygone, ainst gue celud de o courbe envetoppe e des corey.,
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cette formule en considérant le deplacement dun segment de droite de lon-
guenr variable, qui coupe sous des angles égarr les lignes deerites par les extre-
mités de ce segment. A moven de cette formule je démontre que :

La difference des ares corvespondants dune anticaustique complete relatice a
un point laninewe est expraonable en ares de la podare de la ligne dioimante
prise par rapporl « ce point luminewr.

Comme Panticanstique complete dun cerele est une ovale de Deseartes,
et que Tesares de la podaive dTun point par rapport ivun cerele sont expri-
mables en aves dellipse, on retrouve ainsi géomctriguement un théoreme
anquel Mo Robeets ¢tait arvive par Te caleal.

Apres avoir donne dlautres applications de cette méme formule, je
Pétends au cas des figures sphériques en introduisant un angle de contin-
gence geodesique. Cette extension mea permis d'enoncer le théoveme sul-
vant, qui est remarquable paree gue chacun des ares qui entre dans son
cnoned serait exprime analvtiquement par une transcendante compliquée

De tous les points d’une cllipse spherigue conme piles on deerit des petits
cercles dont les ravons .\'In;’uf;'(}‘,.rnr‘.s‘ ont des sinus proportionnels awr sinus des dis-
tances sphcrigues de lewrs poles a Cun des fovers de Uellipse spherique = la difje-
rence des ares correspondants de la courbe enceloppe de ces cercles est expri-
methle en are de cerele,

VA, Necherches ;r(:rnm:H'f}/ru'.s' sur les longucurs ('fJ?.’!/)fif'r:('.\' d ares

de courbes différentes.
Jowrnal de Vleole Polytechnigue, XL Cabier, p.o 2o 1863,

Ce Mémoire renferme un grand nombre de genéralisations de ce théortme
de Stemer :

Lorsquurcare de courbe plane roule surune drotte, un pownt queleongue e son
plan. cntraiie dans le moucement . décrit wn are c¢gal en longuear a lare de
podaire que Uon obticnt e projetant le point decricant sur les tangentes a lare
mobile.

Parmi ces genéralisations je citeral @

St lon fait vouler surwn plan la portion d une surface deceloppable comprise
entre dewe géncratrices N et N un pornt Bde lespace, entraind pendant e
motecement, déerit un are W doal en longueur o Care P, liew des pieds des

M. 3
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pripi ndicalaires abaissees du potnd B s

les ‘IU:;EUJ.\' tangents r‘mf- towchient e de-
celoppable ciire X el A

Je gencralise Te theoveme de Stetner suy T sphive, et jo trouve comme

CONSCQUenee que s
Lot cowrte decrite par-le fover d une ellipse spherigue, pendanit le roudemeni

de cette courbe sur wn grand cercle, a ses ares cxpronables en cres dve cerele.

Vs, Jddition au dewicme Calier des Lpplicotions " ALnalise

et e Cicomctiie du ,i"f:»"fr’"f"-’-"f Poncelet

T,V vaes 18073,

Dans cetic Note, je donne Fexpression da rapport des vavons de conrbuare
e deux points queleongues B et Cdune convbe du troisieme ordre enfone-
tien des tingentes & la courbe issues des points B oot C et Tiaiiees o fear

point de rencontee, etde segiments compteés sur la drotte BCL Je donne aussi
plusieurs expressions duvapport desvavons de covvhure enun pornt double
dume comrhe du troisieme ordre, ot je demontre ce theoreme

Lorsqu wne courbe du troisicine ordre est a la fois tnserie el elreonscrite « un
triangle ABU, e product des ravons de courdure correspondant car sonunets \,

B, Coest doal ai cube durayon du cercle circonserd au tricen gle ABC.

LG Transformation par ;)f:/mf'r‘.s' reciproques des progrictes

!'f’/rfr’f‘l'f‘-\.' (O ey Oy ffr’ (‘UH;';"»‘!H'(&

dowrnal de Mathématiques. 2 =évies 10N

N

Co Memorve, complement dutravail analyvséau n® 2 de cetie Notiee, con-
tent des formules de transformation du vavon de courbure dune courbe
queleongue e diverses applications,

e A B pace i de e Volome, le géndral Poneel

Lannonee ainsi celhe N

RN
ML Monnhei, dent Tes recherches !ll'il..'ilmi-.'-l. relatives auy Favols il

e cnnrbure ein des points
divers des fenes géométeiques, sont aojourd hul Bien appedeices, of gqui aeu Toblizeanee de
refive Tes manu=erits de ce Volume avant leur impression. m’a remis sur ce méme sujet une Note
et tronvera o la fin du prewier Cobier, et dont Uélezante stnmdicilé v paru meriler asser
Fatteniion des lectenrs de cel Ouvraze pour v trouver plice, an eisgue de i fuive perdee beau-

wir les eomparaisons si Lou venait 4 oubdier les différences des dates e e de
réevint des i

cveloppement

s ceomelrhues.
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iin transivrmant le théoreme, relatit & une conrbe da troisiime ordre.

dontje viens de veprodoire Pénoned, on tronve que

Lorsgucine conrhe de trotsicme classe est a la fors inserdte o eiveonserite o un
triancle, e produit des vavons de conrbure correspondant ane (rois sommets
est coal o sorvante-guaire fors leocude diorason duocercle clreonserit an

tricin ol

Eivapnvochant co theoreme de eelod dontd cst Te transformed, on recon-
natt que s

U ne cowche de trodsicoe ordre ot de la troisicne classe ne peul pas élic ool
JOUS Tnseriie of clivonscrile o un tricin gle.

Jecdonae dans e meme Mémoive des formunles pour B transformation du
vavon deconrhuve dune courbe canchies Pappligue ces résaltats oda re-
chievehe des formudes de teanstormation do ravon de conrbure dane section
plane nereiate enun point dfune sevface, et des ravors de combure prin-
cipanx de cetio sarface au meme point,

Comme ::Eainfi:'nlfﬁn do ces rmnles, je teansiorme Lvelation ialer, Le

ih

resabiat ostonn

Crelation entre les vavons de conrhaee pose un point ane
sarface de toutes Tes seetions faites dans cette sarfaee par Tes plans passant
pa wne deoite queleongue tssue du point considers s by surlaee,

Joosuis encore conduita une velation tres simple qui denne le ravon de
conrhure du contour apparent dTune surfice sur o plan en fonetion des
ravons de cotmrbure principany de cetie surfuce. Do cette velation jo deduis
le theoreme suivant «© L somun- des ravons de cowrbire des eontours apparents
dune surfuce sur dewre plans rectangalaires entre cwe et pespendienlaires o un
;u"rr‘,’.f f-’e’H.’.f'r;',’f‘,'!.flé'f‘ e cette .\'m__',f".-‘fr'.f' sl constende, ff,'ur'f".&' (que soteal fes I-'n'".rf,-‘;\' foe

tan gulaires sur lesquels on effectis les projectivis,

Vi. Sur le déplacement d wn corps solide.
Comptes rendus, 25 juin 1866,

Dans ce travail, je chovehe une laison entre tes normales anx trajectoires
des pointsduacorps et Taxe instantand de rotation et de ghissement. Je montre
que cetaxe o'intervient que par sa divection etquiil ne joue pas dins es-
pace un vole analogue wonccentre tstantand de votation sure le plan.

Co travail a G veimprime dans e Jowrnal de Leoavdle o sevie, 10N,
(366 avee la Note dont je vais parler.
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13, Sur le rfﬁ/)/m'r’mm! d'un corps solide.

Bulletin de fa Sociéte philomathique, o juitlet 1866,

Vénonce pour la premiere fois e théortme important :
Lorsquun corps solidle n'est assujetti qu'a qualre conditions, ses points se de-
placent sur des surfaces ; a wn instant quelconqgue, les norinades (0 (oules cos sur-

faces s appuient sur dewy mémes droites.

On a réimprimé récemment, dans le Jowrnal de Borchardi, une Commu-
nication, faite en 1855 par Steiner, a PAcadémie de Berling de Ta part du
professeur Schionemann, dans lagquelle se trouve ¢nonece L construction
qui résulte de ee théortme, etqui donne Ta normale il surface sur laquelle
e déplace un point d'un corps solide, mais seulement dans le cas particulier
ot celui-ci est assujetti i avoir quatre points sur quatre surfaces donnces.

19, Construction géométrigue, pour wun point de la surfice des ondes,
des contres de courbure /)J'!}H‘{/){H{.!‘ of des direetions des /.“lg‘m’.s' e

courbure.
Comptes rendus, o8 janvier el 1y février 1367,

La surface des ondes dont il est question ici est celle de Fresnel. Elle a
eté Pobjet des rechevches de plasieurs géometres. Mae Callagh ot Plicker
sont arvives i la construction de Ta normale en un point de cette surface.
Apres avolr retrouve cette construction, je donne, ce quiofliait plus de dif-
ficultés, Ta diveetion des lignes de courbure et les centres de courbure prin-
cipaux de cette surface, Dans une premicre solution, je fais usage de diffe-
rentes proprictes du deplacement dune figure dans Fespace. Les centres de
courbure principaux sont obtenus comme points doubles de denx divisions
homographiques.,

Une deuxicme solution vésalte de Pemploi du theoreme énoneé dans la
Note precedente. Elle conduait an théortme suivant :

Pour des points corvespondants v, m d un ellipsoide ot de lea surface de londe
qui en dérice, les droites de courbure de ces surfuces joutssent de ces proprictes :
[une des droties qui les rencontrent passe par le centre o, commun a lellpsoide
el ala surface de Uonde: Uautre droite qui les rencontre est dans le plan mene
drccentre o perpendiculairement a la drotte qui joint ce point aw pound de ren-
contre des normales enom et my a Uellipsoide et a la surface de Conde.
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Quand on sait les difficultés quiont eues Fresnel, Ampere, Canchy pour
Ctabliv 'équation de T surface de Ponde, il est digne de vemarque que la
Géométrie, avee ses seules ressourees, m'ait permis de vésoudre le probleme
qui fait Fobjet de ce travail.

20. Ltude sur le déplacement dnne figure de forme invariable.

Recuell des Ménmoires des Savants élrancers. XX, el Journal de ['Eeole Polvtechnigne.
13° Calier.

Ce Mémoire est divisé en deux Chapitres, cux-mémes partages en para-
graphes.

Voici les titres des paragraphes du Chapitre [ :

§ 1. Introduction.

§ 2. Proprictes geomctriques du déplacement infiniment petit: d’un corps
solude libre.

S 3. 1 faut cing conditions pour determiner le deplacement d’une figure de
Jorme incariable,

8 4. Réduction du probléme aw cas ot on a cing points assujettis a rester sur
ecing surfaces donnees.

8 0. Nowvelle methode des normales.

Je résous les problemes géndéraux suivants :

Proveine L. — Cing poents dCune figure de forme incariable sont assujettis o
se déplacer sur cing surfaces donnees ; construire @ un instant quelconque :

]

1
bile M

2% La normale en un point de la surface engendrée par une courbe quel-

Le plan normal a la trajectoire d"un point quelconqgue de la frgure mo-

conque;

30 Laligne suicant laguelle une surface entraince pendant le- déplacement
touche son enveloppe

N Laxe du déplacement de la figure mobide ;

5 Le pas reduat des helices infiniment petites deerites.

Provuie 1. — Quatre potnts d"une figure de forme incariable sont assujettis
ase deplacer sur quatre surfuces donnces; construire a un instant quelconque :

1" La normale a la surface trajectoire dun point entraind';

2% Le potnt o une surface entrainée touche la surface liew de ses intersections

SUCCCSSIVeS.
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La solution de co probleme conduitan theoveine deja siznale (18 et que
jenonee winst:

Lorsiid e fizure de forme Gicariable se deplace en restant assujettie @ guatre
cotditions, a wn tistent qucdecngee, les worieles, issves de tous les potnts er-
[raincs, aiv serfuces trafeclones e ces Jocits, rericordrent fes dew e mdnies
drodtes,

Jo teviine eo parageaphe enconsidérantane figore stmplementassojettie
. . . 1. e : .

Botrois conditionss e dementre T propeieto suivanie

;’.r);".'.'Ir:":".".’,'.'r'__-"f.’t;"'a’r’f'r',' ele forme tceriahle est cssupetlie pendant son deplacement
at troes conditions disiinctes. awn instant guelcongue. on pead diviger arbitrai-

remiend i ot queicongne fe e Lo flovre solide, ! caeepiion de tous les notnie

d e certain hyperboloide, qui aduecttenl des suzfaces trapectodres.

Le Clupitee 1 contient quelques applicetions desvésuitats obtenus dans
L d :!u;:i". o
]

Lo s Destintituld Sur /o

e dos constined pves ann surfees reglees, Je fais nsage,
{ it 5:-5H'. iill'f‘"' striiees 1i'i:' I‘!.ili‘-j:‘:'l.:i' r.'st'.r'zzr.'r‘re"r'.\' !
Le S a pour Uive Seedede o il an dicdre.
Lo s i ostmnitale Sarle deyd deelyues ricdies pariicudiers.

Lo § IV w pone tiive Sve b deplaccnent dCuiie suiface assugettie o des condi-

; .or.'}
Fioates price!!

et fe demnier pavagraphe, S 0

e Qo phan tngent enoua point die cetg

Lorenterme les constrae-

et de la convbe dTombre

pour Lo cas de ravens pavadlieles entre cox.

Co Memoire, dejic entee e partie dans Fenscignement, a e Fobjet dhan

Rapport i Phvademie Beob s 1868,

Voiet fes canelusions dece Bapport *

o Lretude des deplacements que peat seendve un corps soumis it moins
vode ctng conditions plavait pas cncare e attention des wéometres, el,
v cel egand, elle constitne un progees dans Lo neweche natueelie de la
voseienees Les applications que Phabile peofessenra faites de ses résultats
poivde pombrenses questions concernant ta theorvie des Tignes et des sur-

Gaces conrbes, dont on pe possédait point encore de solutions, donnent

CUy Fappelle woredic vne sueface gqai est le e douae =ériede normales &oune surface donnde,

Plisienrs coommnetre= ont demnis Ladt sieee e ce e onpressho

C Comnmissaires o MM Beelvand!. Bonnet: Clazles repporteur,
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»oune mportance tees marquee ioson eavail, que pous sommes evreux de
oostgnaler avee confiance i Pattention particulivee des céomitres, of dont
» nous avons Phonnewr de proposer s Peadeie Pinseetion dans le Zecued

nodes Sucants élrangers. »

o

Quelyices résultats obtenies por i considivation du déplecemeit
infiniment petit d “wie surficce algchrigee.

Complos renidis, o nud 120,

Je détermine, par exemple, Te nombre des novmades ioune sorface gai
rencontrent deux droitess le nombre des normades quion peut abaisserd’un
pointswe une surface s Te degrd de o vormalic a one savface dont les génd-

ratvices sTappulent sur ane courbe donnde, et

L2 Détermination dn qurm osculatenr ol dic reyan de courbare de le
trajectoire dun point quelcongue < une droite qie Uon déplace en
[assujettissant a certaines conditions.

Comples rendu=. 6 juin (8o,

La drvoite que Fon déplace est assujettic aavoir, soil deux de ses points
sur deax courbes données, soit un point sur une courbe of deux points sur
deux surfaces données, soit quatee de ses poinis sur quatve suvfaces données,

Je montee Pexistence d'une drotte qui perinet de constraive les plans
osculateurs et les ravons de courbure dos tragectoves des pomnts de ladroite
mobile. Llexistence de cette droite est tres intéressante. Les problemes que
jatrésolus dans cette Note et dans Lo Note saivante n'avaient ¢té abordes
paraucun geometre.

Pour arriver aux résulftats énonceés dans cotte Note, fai emplove des for-
mules encove auddires, qui sont relatives an deplacement Cune fizure polye-
drale de forme varable.

25. Construction de Uaxe de courbure de la surface développable
enveloppe un plan dont le déplacenent est assujelii @ certeines

conditions.
Comples renduz. 13 juin 1370,

T considere daborvd les plins, pavalivles & une meme drotte, formant
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une fignre de grandeur invariable, et je montre quiil existe une droite an
moyen de I:u;u{'-'l]:- on peutdéterminer les axes de cowrbure des surfaces de-
veloppables enveloppes de ces plans: puis je donne la solution du probleme
suivant :

Quatre plans paralléles a une méniwe drotle G, formant une figure de gran-
deur incariable, se déplacent en touchant respectivement quatre surfaces don-
nées; construire, @ wn instant quelconque, Uaxe de courbure de la développable
enveloppe d'un plan incariablement lie awe premaers et qui est ausst parallele

a (i

4. Démonstration géométrigue o un théoréme
diiev M. O. Bonnet,

Bulletin de Ta Soeicété philomathique. 25 novembre 1851,

Voier P'enoneé de ce théoreme, que je démontre géométriquement dune
facon (res simple :

Lorsque. @ partir d'un point o, on prend sur wune surface A des courbes
avant entre elles un contact de Uordre n, les normalies qui onl ces courbes pour
directrices ont entre clles un contact de Uordre (0 - 1) awr cendres de courbure

princypaice siuds surla normale X enca a la surface T\

e

25. Démonstration giéomdctrique d'une propricte de le

<

?‘f't’(H.S'__'rfbH’H."H’fH)H /)H.l" rayois vectennrs f'(:f'ff}!'{)(j{h’(‘-_\'.

Jovrnal de Mathémaliques, o série, 1. XVL 1871,

Une lettre de Mo William Thompson, insérée dans le Tome NI du Jowr-
nal de Mathematiques, 1 sévie, a ¢0é, comme on sait, Poceasion dun tri-
vail tres mtcressant de Liouville. Dans ce travail, Liouville a démontre
fes propricies fondamentales de la meéthode de transformation quiil a
nommée dransformation par rayons vecteurs réciprogues. Liouville it con-
naitre cette propricte: importante que, par une transformation direcqe
dune fignee, on peut obteniv le vésultat de transformations sueeessives. La
démonstration quiib en a publice esCanalytique @ Jen ai donné dans cetie
Note une démonstration purement géomctrique, e qui offvail une certaine
difticulte,
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Q6. Propri‘tés relatices awr déplacements infiniment petits o un
corps lorsque ces deplacements ne sont définis que par quatre

conditions.
Comples rendus, 6 novernbre 1870

Voicet fes proprictes demontrées dans eette Note

Les points qui. pour tous les deplacements infiniment petits de la: frgure, «
partie d ane méme position tnttiale. decricent toujours les mémes elements de
lignes, sont cewr des droites ) et Ao qui sont les dewre axes sonudtanés de rotu-
tron a moyen desquels on peat obtenir cos déplacements.

Les plans gt a partir de lears positions initades, se deplacent infinament
pete sans cosser de contenir chacun ane certaine drotte du plan mobide sont les
plans mends perpendiculairement a Uiene ou o Uautre des droties 1) o A,

Les drottes qui. pour tous les déplacements tnfiniment petits de la figure nio-
hile. « partiv de leurs positions initiales. engendrent des elements de surfaces
teanzentes entre olles. sont les lignes de striction des paraboloides qui contienneni
Dot Moot dont un plar directear est paralléle a la perpendiculaire commune o
cos draites,

.

Cos droites sont les axes des déplacements que Pon peut imprimer i L
ficure mobile, ef Jat trouve que s

Lorsqiune figure de jforme incariable n’est assujettie qua quatre conditions,
les acves de tous les deplacements qidon: peut lad impromer, a partir dune quel-
congue de ses positions. sont les generatrices dun conoide droit du (rotsicne
-’J.?'rf‘.?‘f'.

Cotte surface a cte tronvee aussi par Plicker dans son Etwde des comple.ves
fincaires. Blle joue un vole considerable dans The theory of sereas du Prof.
R.-N. Ball, o elle estappelée evlindroide, du nom que lui a donne M. e
Prof. \. (f-;l‘\'|i'_\'.

Q7. Détermination simple et rapide d’une équation des surfaces

e second ordre contenant st points donncs.

Balletin des Seiences mathématiques, to 0L 1871

i Pon joint deux points d'une conique i quatre points quelconques de
cette cowrhe, onobtient tonjours deus faisceanx homographiques. Je me

4

AL 4
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<nis propose de chercher une propriété analogue velative aux surfaces du
second ordre. Prenons, s une surface dusecond ordre, trois points o, o',
o et quatre points @, by e, om. Par L droite oo" et chacun de ces derniers
points faisons passer des planse de meme pour la drotte o'o” ot T dvoite oo .
Nous aurvons ainsi trois faisceanx de planse Stnous imaginons que les trois
plans qui contiennent le point mobite 72 de la surface soient seals variables,
nous pourrons fixer la position de ces plans anmoven de vapports anhar-
moniques r, 7,77 comptes de Taméme manicre,

On a entee 7, 27, 27 une velation de Ta forme
Brr' G’ = Drr’ — Ee —Fr e — o,

dans Taquetle Tasomme des coefticients est nulle et qui doit ére véritice
pour les valewrs de 7, 777 corvespondant a Tun des points de L surlaee
sttne dans Le plan oo'o”. Cette ¢quation estalors 'equation des sarfaces du

second ordre qui contiennent Tes six points o, o', 0", a, b, e

Q8. (lncralisations duw thiéorene de Vewsnier.
Comptes rendus. 3 fovrier 1372

Vononee daboed ainst Te théoreme de Meusnier
Lorsque des courbes tracces sur une sirjuce oul entre elles un contact du pre-
mier ordre enoun poind a, les axes de cowrbure de ces courbes, ge correspondeni

ooee .,um'uf. jrassent par un midme ).uru'm s

Je démontre ce théoreme, et ensuite les théoremes suivants

Larsque des courbes (racees sur vne surface onl entre elles un contact due pre-
mier ordre enoun point a, les developpables circonscrites le long de ces courbes
ont pour awes de courbure correspondant e point des drodies passant par i
nedine point .

Lorsque des cowrbes tracees sur wne surjace ont entre elles un contact di se-
f‘ufm" Hr'r'f.f'f‘, f{‘.i' ey d’r.' mm'f'm;:f (!’r’ f?r'.ff.".\ ..\'e’e’f_)".}!r'f‘.\' {Jflfffflﬁ“.\' p({.\'.s‘rw{ petriin THEeHE
Jroint.

Lorsque parle cercle osculateur coa d une courbe tracée sur une surfice | N
on fail passer des spheres, celles-ci coupent S suivant des courbes dont on ob-
tiend les contres de courbure de lewrs ff;_"l'r'ff:f;;;r"w.w spheriques en projetant un potnt
Sive 5surces spheres.

Lorsque des courbes [racees sur une surface ont entre elles wne contact die
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W ordre, lewrs (no—q 1o polaires ont pour axes de courbure des droites Jse
sant parun méme point.

[ me sera permis de faire remarquer que, ni géométriquement ni analy-
tquement, on n’avait rien trouve d'analogue au théortme de Meusnier.
qui date de 19385,

20, Détermination de la liaison géomdéirique qui existe entre los
clements de la courbure des dewr nappes dela surfice des contres
decowrbure principany d une surfiuce donnée.

Comples renddis, 12 feyrier 1870,

Cette Haison sexprime géométriquement au moven d'un paraboloude hy-
perbolique. On peut alors vésoudre un certain nombre de questions (qui
navaient pas encore ¢e abordees. Par exemple :

On donne les axes de courbure des lignes de courbure qui passent en un point
d une surface et les plans des sections principales des nappes de la déceloppée
de cetie surface : construire les centres de courbure principawr de ces nappes.

0. Leposition sommaire d’une théorie géomdétrique
de la courbure des surfuces.

Comples rendus, 26 [Bvrier 1879,

 estun point dune surface S et A L normale en ce point. Les nappes
de Lo developpée de (S touchent cette normale aux centres de courbure
principaux b et e, Les normales & ces nappes issues de ces points sont les
droites Bet C, que Jai appelées depuis droites de courbure de [S). Apres ex-
position de-la théorie de Ta courbure de (ST autour de a, deduite d'un théo-
reme sur le déplacement, je termine en faisant remarquer que les droites
de courbure B et Cpeuvent étre substituées & Pindicatrice de Dupin pour le
point a.

ol. Recherches geométrigues sur le contact du trotsieme ordre
de dewr surfaces.
Comptes rendus, 18 et 25 mars 1872,

Depuis les travaux de Dupin, la théorie du contact des snrfaces n's guinre
| -

Droits reserves au Cnam et a ses partenaires



28

fait de progris. Les vecherches géométrigques etanalytiques sur e sujet ont
cté poursuivies dans Ta vore méme adoptée par Dupin el qui avail permis a
ce gcometre detudier d'une facon si lumineuse ee qui concerne Te contact
du second ovdre. Cette marche est analogue au procédé qui consiste, pour
une courhe pline, i substitner i cette courbe enunde se< points une courhe
stmple qui Tai est oseulatrice.

Pour les courbes planes on fail usage aussi des developpées suecessives
et de leurs centres de conrbure. Cest Pextension de ce dernier procédé au
cas de Pespace, que jai manguree dans ce travatl. Finteoduis pour eela
d'une facon systématique les deux drories de cowrbure 300 dont Pensemble
constitie dans Pespace un ¢lément analogue an centre de conrhure des
courbes planes,

La voie que je suis a sur cefle quiavart adoptee Bupin Favinitace gue,
tandis que cet illustre géometee, dans Uetade du contaet des surfuees, de-
vt fatre usage successivement de eourbes dont fe degré allait en eroissant,
Jowlai que de nouveanx couples de droites i introduive.

Parmi les théoremes démontres dans ce travail, Je eiteral seulement ¢

Les centres de courbure des deceloppées de toutes les sections faites dans wne
swrface par des plans passant par wne méme tangente o celle surface, of gui cor-
respondent au potnt de contact de cetle tangente, sont sir une ellppse.

Sicawr centres de courbure principawe commns o dewr surfuaces Sel N
qui passent parle méme point a, les nappes des deceloppees de ces surfaces sont
osculatrices entre elles. les surfuces S et N ont, au poind a. wn contact die
frowsicnee oredre.,

Lorsqu en un point a dewr surfaces (Sl S'oont des lignes de cowrbure
avant entre elles wn contact duw troisicne ovdre. les surfaces 'S el N onl entre
clles en ce point un contact de ce méme ordre
o2 Remarques sur nne classe wiénérale de surfaces, of en perticndier

sur o surface licw des j)m'n/.\ dlont o sonimie des distances o e

droites flues est constante.

Bulletin des Seiences mathématique < 1 1L 1872
Je montre comment on peut construive Ta diveetion des Hignes de conr-

bhure ot les centees de courbure principauyx de ces surlaces.

oM Ribaconr a donnd une démonstration analytique de ee théoreme.
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35, Mémoire sur les pinceanx de droites ot les normalies, contenant

une nouvelle exposition de la théorie de la courbure des surfuces.

Journal de Mathématiques, 2" sévie. 1 XVIL 18-9.

Dans ce Mémoive, pour ¢tadier un pineean, je considere les ¢léments de
surfaces gauches, formes respectivement pae une dreoite du pineean, et cha-
cune des droites infiniment voisines, Ces sarlaces, que pPappelle démen-
tarres, sont representées par de simples liagnes drvoites © droes anviliodres.
Dans Te cas Pun pineean de novmales, ces sarfaces ¢lémentaires sont des
clements de normalies,

Dans le 31, intitulé Notions prélaninaires, je construis b dvoite anxiliaive
correspondant iun élément de surface gaueche, el je montre son emplo:
pour les constructions velatives anx plans tangents de cetie surface.

Le STHestimnitulé Pineeaccr de drodtes. Je demontre eo théoreme nonvean,

extremement utile powr trouver les nombreuses proprietés d'un pineean -

St dans wn plan passant par un ravon d wun pinceai. on porte sur des pei-
pendiculaires a ce ravon elecies des points centrawr des supfaces clementaires,
ol partivde ces pounts, des longueurs ¢gales aiea parametres de distribution des
plans tangents ' de ces surfaces, les extrénuiés des longueurs ainst portees soni

sur wune circonference passant par les jovers du pineeau,

Au moven deoce théoreme, qui donne une vepresentation dun pineean,
je démontre tres factlement des proprictes des pinceaux dues i Hamilton,
Kummer, et d'autres proprictes nouvelles.

Dans le § HIL jpétudie Tes normalies. Ce pavagraphe venferme une théorie
ceometrique de Ta courbure des surfaces of Ta démonstration de proprictes
relatives iodesTignes tracces sur une surface. Parmiles théoremes je citerad
celui-ci :

Lorsque la directrice dune normalie est wne ligne asvimptotigue d "une sur-
face, le product des ravons de courbure principawe de cette normalic en chague
point de sa directrice est ¢gal au produit analogue pour la sarface. aw méme

,'m.*.f.’(‘

P Leparametre de disteibution des plans fangents o une surfoce véglee ans dillévents points
dune wéndratrice deoeette surface est e papport entre ln plos courte distanee e cette oéndra-

iriee a la génératrice miiniment voisine el Vangle que font entre elles ces droites
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A Lifin de ce paragraphe, je donne des proprictes refatives o des nor-
malies considerées simultanément. Ainsi, par exemple :

Dewr normalies quelconques sont toujours telles que le plan central de Lune
touche Uautre aw point ot le plan central de celle-ct touche la premicre.

Pour dewr normalies rectangulaires au point de rencontre de leurs direc-
trices, le produit des ravons de courbure principawr de ces surfaces est e mcme

enee poind.

3. Démonstration ;;'rfmu_rfrf'frﬂn' ol “tene ‘mw/)r_;,s's'u'me
due a M. Bertrand.

Jonrnal de Mathématiques, of séries 10NV 870,

Dans une Note sur la théorie des normales a une surface ' M. Bertrand
oincralise une prupnsilinn qui- lut est due, en etablissant une velation
entre les positions de deux normales & une surface, menées aux extremites
de deux arves infiniment petits égaux, traces sur cette surface o partiv d'un
point,

Je montre comment on arrive a cette relation en faisant usage du mode
de representation des normalies que j'al fait connaitre dans mon Mépoire

sur-les pinceawr de droites.

3. Sur la surface gawche licw des normeales privcipales
de dewr courbes.

Jotrnal de Mathématinues, 2% série. 0 NVIL 1870,

M. Bertrand o donné Lo velation qui dott exister entre fes denx vavons
de courbure d'une courbe pour que les normales principales de cette courbe
sotent en méme temps les nornales prineipales d'une autre courbe.

Dans ce travail, Jetablis tres simplement cette velation en Faisant usage
de la droite awxiliaire.

En outre, apres avoir démontre une propriété de la surface gauche dont
les génératvices sont les normales principales de deax courbes. J'étends a
cette surface toutes les proprietes dont joult un pincean quelconque de
droites.

vy Jowrenal de Wathenatiques, 1 sévies LNIL e 543,
L2y Jowrnal de Mathemetigues, o gérie. tXV, P33,
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Voier quelgques-uns des théoremes renfermdés dans ce Mémoire :

Le produit des vayons de seconde courbure de dewr courbes qui ont les ménmes
normales principales pour les points situcs sur une méme normale est constant.
quellc que soit cette normate.

Les potnts ot dewr courbes ayvant les iémes normales principales rencontrent
wne de leurs normeldes et les centres de courbure de ces courbes situcs sur cette
normale determinent quatre ponts dont le vapport anharmonique est constant.
quelle que sott la normale considercée,

Les points centrawe pour les dfférentes gencratrices de la surface formée par
les normales principales communes ar dewe courbes w’occupent qu’une région

linutée de cette surface.

I sevait trop long d’énoncer encore sept théortmes nouveanx el curieny
anxquels je suis avreive,

o6, Sur les f!‘f{j-(’r'f()!.f'('.\' cley /)m'nf.\' o une droite mobile

dans Lespace.
Comples rendus, 5 eb to mars 18730 et Bulletin de b Seciété mathdmatigue de Franee, 1L

Votel quelques théoremes interessants extraits de ce travail

Aun instant quelcongue di deplacement dune droite, les plans osculatenrs
des trajectoires des points de cette drode enceloppent une surface devceloppable
du quatriéme ordre et de la troisicine classe dont le cone directear est dic seconed
uf'fff'f'.

L surface forince par les normales prancipales des tragectodes de tous Tes
poinds d'une drotte est une surface die quatricme ordre qui posséde une droite
H'{;{)rlr'} .

Le livw des centres de courbure des trajectorres de tous les points d une drotie
est une courbe du cinquicme ordre,

Lorsque quatre points o wne drotte mobide restent sur quatre plans fixes
quelconques. wn point arbitraire de cette drotte decri une ellipse. et la droitc
mobile engendre une surfuce du quatrieme ordre dont le cone directeur est de
revolution !

UL SE L droite miol e catraine e JfuJ-f.-’!.’ rl,r.-’fr' lee contient ¢l r!.'ra’.-" rovle cogsdenitient I}JHP.;{H:".-".(' L

Do de ce cone divectear, wn poinl incariabloment B e plan deerdt ansed une ollipye.
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Certains théoremes sont ¢noncés en emplovant le langage de Ta Cine-
matiques on a ainsi

Dans un corps solide en mouvement, les pounds pour lesquels la suraceeléra-

tion binormale est nulle sont sur une surface du troisicme ordre,

-
q
£

537, Sur les surfuces trajectoires des points d une figure de forne

rnvaricble dont le (r'r:/ﬂ'm'r.' ment est (r.s'.s'w/'r'{!f' a quatre conditions.
Recuell des Savants clrancers, XN

Une Conmission, composce de MM Bertrand, Bonnet, Chasles o
tear, a fait sur ce Mémotre, dans Ta séanee du 6 octobre 1823, un Rapport
dont voiet quelques extrails

Dans ur precedent tavail, intiwalé Evcde sur le déplacement dune figure
de forme incariable, imséré dans le Recuell des Memotres des Sacants étran-
gers, Mo Mannheim a traité diverses questions concernant la construetion

sodes ormales aux trajectoires des points d'une figure qui éprouve dans
Vespace undéplacement completement détermine, e’est-i-dire duns
lequel chaque pomt de Ta tigure ne peut prendre quiune divection. Ce
Memotre contient, en outre, des recherches relatives @ une figure dont
bedeplacement n'est pas completement defing, sujet qui n'avait pas
cncore ¢t ahorde et qui devait prendre, comme on va le voir, un grand
developpement. Ete., ete.

Puis M. Manunheim chevehe combien iy a de points sur une droite. qui
décerivent des trajectoirves satisfuisant a diverses conditions relatives anx
surfuces trajectoires de ces points.

Adnstil détermine :

@ Combien il y a de points sur une droite dont les trajectoives soient

o langentes aux lignes asvmptotiques des surfaces trajectoives de ces
}ruillls;
»o2t Combien dont les trajectoives soient osculatrices aux lignes atodle-
»ostques des surfaces trajectoires, et dont les plans osculatewrs des lors
sofent novmaux aux surfaces ajectoiress

3" Combien dont les trajectoives ont feur ravon de courbure nul:

19 Combien dont les surfaces trajectoives ont un vavon de courbure
prineipal nul:
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© Combien dont Tes trajectotves sont tangentes anx lignes de cour-

]

v bure des surfaces trajectoires:
v 00 Combien dont fes surfaces trajectoives ont un ravon de courbure
v oprincipal infini:

=0 Combien dont les surfaces trajectoives ont leurs vavons de cour-

bure principaux éganx:

8¢ Enfin combien dont les surfaces trajectoires ont leurs vavons de
vocourhure prineipaux égaux et de signes contraires,

Constderant Tes trajectoives, non plus simplement des points d'ane
»droite, mais de tous les pomts de a figoee en mouvement, Mo Mannhemn
o pavient i divers théoremes qui étendent ee vaste snjet de recherches.

o Hnous fant eiter ses resultats principanx pour donner une idée de L
notveaute et de Fimportance quiils comportent.
v Lelicwdes points dont les irajectoies, dans un quelcongue des deplacements

v que permetlent quatre conditions donnces, sont tangentes a des lignes asvin-

plotigues des surfaces trajectoires de ces pornts est une surficee de irotsicme ordre

qui contient fes dewr drotes D) ot A

o Les geometres comprendront, sans que nous avons hesoin dlinsister,
o toute Pimportance dun travail qui réunit dans une méme theovie abso-
o loment noavelle, en les dedutsant d'un mode uniforme de démonstration,
des résultats aussi précis et ansst considérables. Nous ne saurvions Te re-

commander trop vivementaux enconrvagements de 'Aeademie, et la Com-
mission declave, a Punanimité, que ee Mémoive fai pavait tres digrie d'etre
vomsere dans le Recued des Sacants étran gers.

» Les conclusions de ce Rapport sont adoptees.
De ee Mémoire jrur exteatt les denx Communications suivantes, fites an
Congres de Lyon en 18775 ¢

La premiere apowr ttve = Dewr theoremes d une nadure paradovale, .
L deuxieme estintitulée : Les normales awr surfaces trajecioiies des poinis
dvine figure de forme tncariable rencontrent towtes dewx mémes droties. Demon-

streetion nowcelle de ce théoreme.
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58, Quelques theéorémes montrant Uanalogio qui cxiste centre les
propricétés relatives aww surfices déerites par-des points d wne droite

ot les surfices touchées par les plans d un faiscean mobile.

Congres de Lvon, 18775,
Voiel quelques-uns des theoremes relatils aux surfaces touchees par les
plans d'un faisceau mobiie, qui sont analogues qux theoremes démontres
dans le Mémoive précedent, et qui concernaient les surfuces trajectoives des

points dune droite :

Les surfaces auwvquelles restent tangents les plans d "un faiscean mobile ont
pour normales des droites appartcnant a un parabolocde hyperboligae.

Les axes de courbure des deceloppables enceloppes des plans dCun foeseean R
appartiennent a wn hyperboloide g contient Uadijointe aw plan perpendicilair
a laréte R ode ce faiscean.

Les plans X, B, G, oo d an juiseean Wtonchent, o wn onstaid quelcongue,
oo, boeo ... les .\'.'J{fl:f".-"'\' AN, B, oG, HH.I‘(}{HW{.“{:'.\' ooy J,m'r(.'n.v restend
tangents pendant les deplacements du fueseean. Pour un deplacement arbitraire
du faiscean W, on prend les courbes de contour appearent des surfaces N, (B,

G progetees orthogonalement sur des plans menes para, by eo oo perprn-
dicularrement awr caracteristiques des plans N B L les conties de o
bure de ces courbes appartiennent « une cubigue gettiche,

Les sufaces auvquelles les plans dwen faescean restent tangents pendeant les
deplacements de ce fuiscean ont lewrs contres de cowrbure PHIRCIpAier Sur i

cornrbe gauche du stvicie ordre.

S Demonstration geométrique de quclgues théorenes, au moyen

de la considcration d “une rotation infiniment petite.
Comples rendas. o ars 18+

Je demontre de cotte facon !I[[!’iillll‘h’ theoriomoes parmi lesquels celui-el

Sewune conique d une surface ducdeweicme ordre S esttelle que les normales
a cette swsface issues de Lrots de ses points se coupent en wn meéne poind. il v o

deméme wne infindt e dautres groupes analogues de trois normales @ S, et ey
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poinls de rencontre de cos normales sont sur une méme droite ATV La drotte A

est bitangente a la déceloppee de la surface S 2

. Dewr theoremes nowvear sur la surfiace de {onde.

Compies rendas, o5 mars (874

Ces théortmes sont velatifs o des points queleongques et des plans tan-
cents quelconques de lasuebace de Tondeo On en déduait Fexistence des

points singulicrs et des plans tangents singuliers de Lo suvface de Fonde.

Y. Construction directe die contre de corbure en un /)rrfnf

dela section faite dens wne sorface paran plan queleongie.

Coinples rendus. 6 aveil 871

On donne, pour un point ad une surface 'S les plans des sections principedes
de cette surfuce, el les contres de cowrbure procipae el ey situds surla normale
N S O demande de constridre le centre de cowrbure de la section 1

fetie dans S parun plan guelconqgue V) passani en .

Sans reconrie a Lo vetation dEoter et an thooreme de Meusnier, en faisant
stplement wsage une propricte des normalies, jo réponds i cette ques-
ton par cette constraction clegante « Pav le centre de conrbure principal 4
onmene un plan perpendiculaive o Pree paratiele ol tingente ar i 1 Ce
plan coupe e plan tangent en bl developpee de S eTest-i-dive Je plan
dune section principate de cotte surfiee, suivant ane droite B Deomee,
pour e centre de cotrbure prineipal e, onobtient me droite €70 En jotznant
fes traces de B et de Csue Py onaane deotte qui coupe Ta novmale enw

oau contre de courburve chierehé.

’ ; : - /
2. Construction daccte du ravon de cowrbare de la courbe de

cardonr apparent o e surfiee o on ojette orthooonalenient
/ -

suran plan.

Comples renduss o= el sz

Ny un /J!’rm () on J;‘H'Hj,f-(‘f(f’ orthoconalement une surface S . On demcende

ML Deslinves
ML Lavueree

Droits reserves au Cnam et a ses partenaires



30
de construre au pownt @ e rayon de courbure de la courbe dé contour apparcit
cinsi obtenue, connaissant pour le pornt a de (S, dont « est la projection. les
centres de courbure principawa b et ¢ et les plans des sections principeades de cotte
surfere,

\ ma connaissance, on ne s'¢tait pas encore propose ce probleme. Voier
L construction i faquelle Jareive simplement. Aux points & et eonmene
fes axes de courbure des sections principales:on prend les traces deces
droites sur le plan QT droite qui joint ces traces contient le centre de
courbure cherehe.

Cette construction donne immaediatement la relation

v Ry sint e - I coston

qui permet de caleunler le ravon de courbure de L courbe de contonr appa-
rent, connaissant les ravons de courhure principaux Ry, By et Fangle o que
fart une perpendiculaive & Q0 avee le arand axe de Pindieatiiee de 08
[T

On deduit de cette velation, ou de Lo construction meme, diverses conse-

quences, parmi lesquelles je citerai seulement

Lorsque le plan de projection Q| est paraliele a la normade en a a (S0 et d
Dune des asympltoles de Uindicatrice de ceve surface en ce potni. e ravon de
courbure de la courbe de contour apparent de S est dgal a e difference des
ravons de courbure principaur de cette surface pour e pornt o

Lovrsqu’on projette S an moven d'un cone circonserit, la construction
precedente conduit encore i la solution, en vertu de cette renrque

[0 cone et wn eviimdre circonserds o« une surface. que ont une general e
commune, sonl oscwlateurs entre e aw point o cette genéradriee louehe la sur-

fitire,
. Sur o surface de onde,

Conzres de Lille. 1871,
La surface de Ponde etant détinie par ses plans tangents, je construs le
point ot 'un de ees plans touche Lo surfice. Au moyen de cette construe-

tion, jetudie Tes singularvites de Ta surface de Fonde, etje démontre les deny
theoremes mentionnes au n® 10,
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x» /’ru/;;'ffi(r;,v relatives o nn Sitiscean de ,,U/rm.\ rjffr' est imobile.

Congres de Lille, 1874

Vorer quelques-unes des propriétes démontrées dans ee travail

Les caracterstiques des plans  un faisceaw mobile touchent lewrs encelopy
endes points qui forment wne cubique gauche.

Cun stant quelcongue du deplacement dun foisceau de plans de jorne
wcariable. les centres des spheves osculatrices des lignes de courbure des surfuces

developpables enceloppes des plans de ce faiseean sont sur une cabigue gach

s, Clonstruction de i .v};}/n"rr' osculatrice en !m/)f;'fm‘ e la o

d tnterseetion de dew surfaces donndes.

Bulletin de da Soctétd mathématique. 1874

o farsant usage du theoreme de Meusnier, on <avait constroire e phan
osculatewr en un pomtde fa convbe dintersection de deux sarfaces. Lane
des gendralisations de ce théoreme auxquelles je suts parvenu (28 conduni
tres simplenient i lasolation du probleme plus diftictle qui consiste acon-
straire Ja sphere osculatrice en un point de Iz cowrhe dlintersection dedeny
stielices. Ce probleme nlavait Jamais été résolu,

WG, Détermunation des relations analytiques qui cxistent cntre les
clements decourbure des dewa nappes de o deceloppée d vune

surface.
Comples rendus, 7 odéeambre 1855

R, et Ry sont des vavons de courbure principaux en an point o d'une <ii-
fare N

roet ey Tesvavons de conrbiure principans de Ta nappe B de T developpee
de cette surface, corvespondintan centre de convbure prineipal & de /s

De meme 7 et pour lanappe G

Roet R sont les vavons de courbure des courbes de contour appavent des
nappes  Coet  Byoprojetees orthogonalement sur le plan tangent en
hoN
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2ol sont lesangles que Tes grands axes des indicatrices de Boetde )
aux points b et e font avee la normale A i S an point «.

On o les velations

0 ol — I
R sina b 750
R’
R '
On dedut de Ta
.'r|l HI o (- ‘._.;"-l— Faii 'f'_,.] shi '.:i riil.{"’ o,

AT. Solutions géomdltriques de quelyues  problemes relatifs a la
théorie des surfuces et qui dépendent des nfiniment  petits du
trocsiene ordre.

soecittd philomathique. séanee dio w7 juin 1877 el Comples remdus,

séanees des 9 1 0L va mars 187h

i fosant usage de normalies, Jat montee connment on pouyait consemire: .
cle vavon de conrhure dhune section plane d'one surfiace 002 e ravon
deconrbure de T courbe de contonr appavent d'une surface 112

Davs de travanl actuel, ponrvesoudve des gaestions plus difficdes quon n’a-
varl pas encore abordées, Pemiploie des novmalies et quelques propositions de
Geometrie cinénatique. Jo définis ce qui est relatif aus clements du troi-
sieme ordree autonr d'un point en me donnant fes droites de courbure des
nappes de ladeveloppee de cette surface. ves drottes satislsant du yeste i
cerbunes conditions connues,

Tevisons alors les problemes suivants

Construire les tan gentes awr courbes de contact o une normalie a we s -
face avee les nappes de la deceloppee de cette surface.

Construire les asymplotes des indrcatrices d une normalie a wne surface.

Construire le plan osculateur en un pornt de la cowrbe de contact o wne sur-
fce el dun eviondre o dCun cone qud lad est corconserd.

Construire le rayvon de courbure de la déceloppée d"une section filte dans wne
surfece.

Construere le centre de courbure de e des branches de la section fiate dans

tne surfuce a courbires opposées par {wn de ses plans tangents. ete,
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Enfin jo démontre géométriguement ce bean théoreme de M. Ribauconr

Le ravon de courbure géodesique en un pornt d’une courbe a conrbure nos-
male constanie est les dewe tiers du rayvon de courbure geoddsigue de la section

plane suiosculce par wn cercle, qui lud est tangente.

8. Recherches sur la surfice de londe.

Congres de Nanles, 1875,

On jomnt le centre o d'an elipsoide doun point queleonque zede cette sur-
Giee, et Pon elove enee point Lo normale zzn. On it tourner sar lui-meme
Lo plan omen d on angle dvoit antour du point o, Le point e vient en e, el 1o
novinale waevient en wen, . Cette dermerve droite est fa normale & Lo surtace
de Ponde, lieu des points tels que e, Lovsque s déevit une novrmalie
I't-||]1's.~n'1'|]:'-. L dvoite me, e, deerit une normalio i Lo sueface de Donde.

Fat tratte e probleme suivant :

Quelles sont les normeadies de Pellipsoide awvquelles correspondent. comne o
viens de Vexpliquer, ks normalios a la surface de Uonde qui sont décelop-
f}-fff;fr'.\'."

Jeosuts aveive a plusicnrs vesultats, parmi lesquels je citerat fe suivant

La transformee par polaires reciproqgues. par iapport « une spherede centre o
de la normalee a Uelbpsoide d o derice, pour la surface de Uonde, une vor-
malie developpable. est une surface reglee dont la ligne de strection est e i
des preds des perpendiculaives abaissées die centre o sur les gonerairices de cctie

surface,

Voiel encore guelques theoremes demonteées dans ce travail, theorenies

(HI),\'(J;!HHE(’H(‘ Hoaveadine !

Dans le planomn les droiies allant du poind o awe ccrdres de cowrbure de o
surface de londe font respecticement. avee les drodes allant dee point o aics
centres de courbure de Uellipsoide. des angles dont les tangentes sont propor-
tionnefles,

Dees le plane omn, la drode gue va du point o a Uane des contres de cowrbue
I,J'}.-“flhf’f:ﬂ{i’f!,l' de lu .s':‘f{_‘/l:;:‘r' de f'rmd’-”_fe"u‘i. avee badrodte allant du pox}d 0l it ddes
centres de courbure ju'{}:r'r;;};f.’f,r de Uellipsoide. un angle qui est complémentanry
de Uangle que font entre elles les drodtes allant di point o awr autres centres de
courlbure principaier de la surface de UConde et de Uellipsoide.
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Dans le plan omn, la circonference qui passe par les centres de courbure pron-
cipawy de Uellipsoide et par le point o, ¢l la circonference qui passe par les con-
tres de courbure principane de Uonde et par le point o sont tanzendes entre elles

enoee notnl G,

%9, ;_”r'n/u‘f'rflr:.'.' des dicmotres de la surface de l onde

of f'm.ﬂr'/)f'r:m!hm p/.*_l‘.\-frfmr' e cos ’!H'U{‘H'f‘rjh’:\',

Congres de Nantes. 1870,

Nowvelles proprictés géometrigues Jde la surface de [ ondde

r/nf .s"!}n‘r';'/u'r"!(w! 01 (}/m}/mz

Comptes rendus, 7 foveier 18-06.

Nowvelles propeictes optiques deduites de 1 ctude scometrign
Prof priy : /

dela surface de U onde.
Jowrnal e Plivsigque théorigue et applignee. 10V 870

Les ¢lements de Losarface de Ponde qui Simterpretent immedintenient er
Optique sont les longuenrs des dimmetres de cette surface et les distanees
desoneentre oses phos tangents @ L Tongonenr dian diametre corvespond
boune vitesse suivant an vavon efficace et b distanee duoeentre wonn plas
tangent corvespond i la vitesse de propagzation normale dtane onde plane.
I etait nateeb de ehercher des velations géomdéteiques entre ces élements.
Clest i quot je suis areive en emplovant simultancment deux modes de ge-
nevation de b surface de Ponde et en transformant fes propricies des dia-
ietres dun ellipsoide. Fatobtenn ainst de nombreuses proprictes aeome-
triques qui s“mterpretent en Optique. Malare Tes heanx travanx de Fresnel.
Hamilton, Mae Collagh et Phicker, Te nombre des proprictes de cegenre
clatt encore assez vesbreint. Voler quelques-uns de mes resultats

Lot sonne des carees des incerses des rilesses f.-’r'!,.ru'r':prf‘:g'm'un nortecde o wie
vibration quelcongue of des dewx ondes qui correspondent aux vibrations peral-
leles au plan de polarisation die ravon qui propage la premicre est constani:.

La vitesse du ravon qui propage cetie vibration varie en raison tneerse di pro-
it des vitesses des dewy ondes. ’

La somumne des carves des vitesses des ravons efficaces gque correspondent o ces

areides est copislonde.

Droits reserves au Cnam et a ses partenaires



.

4

Les svstemes de dewe ondes paralléles entre elles et a un axe de réfraction co-
nique correspondent a des paires de ravons efficaces dont les vitesses ont une
SOt HII“ f‘(f-"f‘f".\‘ constanite,

On considere trors couples dondes planes paralleles aua fuces d un triedre tri-
rectangle: on prend, powr chaqgue couple d ondes paralléles a Uune des faces, le
carre du produit de lears vitesses normales : la somme des trols quanties ainsi
oltenues est constante, quelle que soit la situateon du tricdre.

0. [emonstration LLf'r:t‘HNf:N'f’.r/H(’ o wne relation due a M. favwerre.

Comples rendus. 6 wars 1850,

M. Laguerre a fatt connaitre, en 1870, dans le Bulletin de la Socicte p,ﬂ’u'p’u-
mathigue, une importante relation concernant deux conrbes tracces sur une
surface et tangentes entre elles. Then a fait usage, dans les Compies rendus

seanee du 2g mars 18=5 1, pour demontrer un theoreme de M. Ribaucour,
Dans Lo séance précedente étais arvive i démontrer céométriquement ce
meme theoreme en partant dune propricte cnonceee par Mo Bonnet. relative
aux normalies & une surface dont les divectrices sont tingentes entre elles.
Jab pense gue Ta velation de M. Laguerre ncétait elle-méme quiune conse-
quence de eette propricté des normalies @ ¢lest ce que Jatmontre geometri-
quement daps cette Note,

La relation due @ M. Laguerre est la suivante :

! “?: e !";

; s 1 el : ol
= = langw | dw . j= o — = tanew {dw— < =0 ]

0 :: g o I‘; g

sorsontles ravons de premicre et de seconde courbure en un point « de
Fone des conrbess o est Pangle que Ta normale en ce point i L surface fait
avee le planosculatenr de cette conrber 207 & sont Tes eléments analogues

pour autre conrbe,
sb. Nowvelles proprictes de quelques courbes.
Bulletin de la Société mathématique. 18-6.
Parmi ces conrbes, les unes ont ¢te etudices par plusicurs géometres, e

particulicrement par M. Archer Hirst, dans son beauw Mémoire Sur fa cour-
ML 8
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bure dune serie de surfaces et de lignes ; elles ont pour equa tion, en coordon-
nees polaives,

U]
ST (08T = .

Nous les désignerons par la lettre E,
M. Bonnet s'est eecupe des autres courbes: nous les désignerons par L
lettre B.

Lorsqi une courbe ¥ roule surune droite D, son pole décrit une courbe B dont
les ravons de courbure sont partages par 1) dans un rapport constant.

Les aves o wne courbe B sont r’,r}r)f'{'mubff'.»‘ en ares o ‘une courbe 15,

Le licie des positions successices des centres de courbure d wune courbe ¥ gui roule
surune droite  centres de courbure qui r-r)f'f‘r'.\}ur)mfr'n{ a chaque wnstant wer
points de contact de X et de 1Y) est une cowrbe que Uon obtient en dilatant dans
un rapport constant les ordonnces dune courbe B,

Le liew des positions successives des centres de courbure d'une courbe B qui
roule sur une droite est wne courbe gue Uon obtient en dilatant dans un rapport
caonstant les cosrdonndes d une courbe 13,

Fte., ele.

Yaveive géométeiquement i tous les theoremes renfeemés dans cette
Note,

1

A2, Construction, pour un point de la courbe d intersection de deny

surfices, du centre de la .s])/'rr‘ur'w ascrdatrice de cotte courbe.

Comples remdus, o7 novembre 13-6.

Je resous divectement ee probleme, dont Javais déja donne une <olu-
lon 15
Soet S ctant Tes deux swrfaces donnces eta un point de lewr conrbe

d'intersection a , ona cette construetion :

On determine les centres de courbure < et~ des déceloppees des sections faites
dans S et N par le plan osculateur de o en o, Perpendiculairement a ce
plan. on mene los drodtes ey el qui rencontrent !‘:",\'{U(’-."r’fll'(‘fa’.’('fi‘( en o, o fes
plans menes par al, normalement a (S) et S0 La drotte e rencontre le plean

normal en wa a o aw eentire o cherche.

La question traitée dans cette Note, et dont la solution depend des éle-
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ments du troisieme ordre, est une de celles qu'on ne pouvait complite-
ment résoudre avant étude géométrique que jai faite, et dont jrai parle
aun” 47,

35, Sur le paraboloide des huit droites.

Comples rendus, o avril 18==,

e paraboloide, dont fai déja parle aun® 29, montre Ta laison qui existe
entre des ¢lements de courbure des nappes de la développée drune surface.
Dans cette Note, je Te considere aoun antre point de voe.

Hest le liea des aves atonr desquels 1 faut faire tourner les dewe plans des
sections proveipales dune surfuce pour les amener dans Uune queleonque des
positions infininent voisines qu'lls peacent oceuper.

La trace du paraboloide des hait drodtes. relatif a un point o dune sier-
Jace S, sur le J.of'nfn tangent cit ce ;r)r)r'u[ ccette surface. est le liew des contres de
corrbure géodesique des courbes (ssues deac et qui coupent sous des angles con-

stants les lignes de courbure de (S,

Parmi fes théortmes que je démontre en faisant usage du paraboloide
des hutt dreottes, je eiteran le suivant :

Lorsqu’ une surface (S a ses rayons de courbure principawye fonctions Uan
de Uawtre, les nappes de sa déceloppée ont pour asymptotes de lewrs indicatrices.
awr dewr points ow elles sont touchces par une normale N a (S}, des drottes
qut sont les projeciions de dewr géncratrices du paraboloide des huat droites re-

latef au pied de \.

$A. Sur les surfaces dont les rayons de courbure principay

sont fonctions U wn de Uantre.

Comptes rendus. 3o aveil 1877

Le premier, [ai montre comment on peut areiver, par des procedes géo-
metrigues simples, aoun eevtain nombre de proprictes de ces surfaces
Voier, entre autres, quelques-unes de ees |>|'n_‘|[1|'if-"lt"s :

Les normalies qui touchent les nappes de o developpee dune surface S
swicant des courbes conjuguces ont pour directrices :

Des courbes dont les directions conjuguées sont perpendiculaires entre elles,

lorsque la somme des ravons de courbure principace de 'S est constante ;.
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Des courbes qua sont conjuguees lorsque le produit des rayons de courbure
principaiy de N est constant ;
Des courbes se rencontrant a angle droi lorsqae le somme des ineerses des
ravons de courbure principar est constanle.
Lorsque le prodwit des rayons de courbure d'une surface est constant, les nor-
malies qui ont pour directrices des lignes asymptotigues touchent les nappes de

la developpee de cette surface succant des lignes asvinptotiques.,

a3, Sur les survfaces dont les ravons de courbure principaui

sont fonctions Cun de Uautre.
Bulletin de la Société mathématique, 1877,

Te démontre d'abord geomctriquement Te théorime suivant, dua M. Hal-
phen s

Lorsque les vavons de courbure prineipace R Ry dune surface S sont fonc-
tions Uwne de Uautre, le produwt des ravons de courbure principaier des nappes
de e deceloppee de S | powr dewre contres de courbure principawe de cetie der-

micre surface siues sur wne quelcongue de ses normales, est ézal a 'R, -~ R,
Je donne ensuite différents theorimes. Je eiterai et le dernier
Lorsqu'une surfuce S ), dont les vayons de courture prineiparce sont forctions

U de Uawedre, a ses indicatvices semblables enere elles, les normales a cette sir-

face, qui touchent les nappes de sac développie suivant des lgnes asymplol iques.,

ant pour directrices des courbes qui coupent sous le méme angle les lignes de
courbuie dun méme svsieme de S . Les lanes de strection de ces normalies

partagent dans un rapport constant les segments conepris sur les normales de (S

curtre dewe centres de courbure principace de cetie surfuce,

6. Sur le déplacement infiniment petit- dun dicdre

de arandewr invariable.,

Comples rendus, rnjuin 18-7,
Te commence pav clablie que s Le deplacement infiniment petit d un dicdre
de grandeur incariable peut. en géneral. sobtenie par wne simple rotation.

Lorsque U'ardte du dicdre mobide engendre un dlément de surface cauche et qite
{une des faces dicdiddre a povr caracteristique wne droite perpendiculaire a cette
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aréte, le deplacement nfintiment petit duw dicdre ne pewt pas s'obienie par wne
simple rotation.

Vajoute que s Lorsque Uwne des fuces du diédre a pour caracteristique wne
droite perpendicalaire a Uaréte de ce dicdre, Uautre face a aussd une caracte-
ristique perpendiculaire a cette aréle.

37. Sur les courbes avant les memes norneales ‘;Jf'f}zf'f/)m’r'.v

ot sur la surface formde par ces normales.

Comptes rendus, 23 juillet 18-~

Ye fs usage de propositions de Géometrie cinématique pour demaontrer
quelgques propricetes relatives i ces courbes eta la sarfiee formce par lenrs
nornales principales.

aa ¢tant une normale commune aux conrbes o et a et (S etant Lasur-
faee formee par fes normales primeiales communes iees courbes, on o le
theoreme savant e

Les plans menes par les conties de courbure principawe de (S corresporidant
are point o parallelenent aa plan central de cette surfuce pour aa’, deterin-
nend . surla normale « S e al, wn segment de grandewr constante. quelle que
soit Lo normdde commune consideree,

Ste.

28, Nowvean mode de ;‘r;m’e-',ww{r;!r}m /z/rmr' e clusses
de swirfices reglées.

Comples remlus. o octobre 18-~
L courbe vepresentative dont je fuis usage est Penveloppe des droites
anxtlinvres correspondant aux génceratrices de Ta sarface véalee,

Jeoconstdire dans cette Note Te eas e plis simple ot b courbe vrepresen-

tative est un point, et jarrive immcdiatement i ee théoreme de Mo Bevtrand -

St entre les courbures o wne cowrbe on o wne relation lineaive, les norndles

principales de cette courbe sont les normales prencipales d une autre courbe.
Je termine cette Note par ce theoreme nonvean :

Nee- b surface formde par les normades princyies conmnes « deice cotrbes.
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ihy a towjorrs aw mons dewr gencratrices pour chacune desquelles la surfuce
admet un plan tangent unique.

29, .f/)/)/;'r'(u‘ffm.v o v mode e !'f’fH'(’(,\'(‘IHHUIUN pfrfm' de classes

e surfaces f'::g'/rfr:s'.

Comptes vendus, 5 novembre (8--,

Dans cette Note, qui est Tasuite de Ta precedente, jexamine Te cas oi L
cotehe vepeésentative est une droite, et je trouve que

Les surfuces, lewe des normales prineipules une courbe. qui sont repre-
sentees parune droite, sont des liclivoides gauches a plan directenr.

Lorsque -l cowrbe représentatice d’une surface S formee par les normales
principates commures & dear courbes est une parabole, cette sarfuce S est le
licie des binorinales dwne courbe gawche. Entre les rayvons de courbure de cette
coirbe, on a la relation

Sur cette surface (N les trajectotres orthogonales des gencratrices ont leurs
ravons de courbire .f,ff"uaff’.vfrfur-,s' et letrs ravons de torsion Q'r"rrn”r{\‘f'{){f{f ltes par la

refation

dens laquelle < est un ravon de courbure geodesigue, re wun rayvon de torswon

_;-'r-'r;rr'f".vf.ffur' el e copstante.
Jonancerar encore les vrésultals sumvants

Lorsque le produit des dewr rayons de courbure d wune courbe est constant,
les milicwer des ravons de courbure de cetie cowrbe sont les potnts pour lesquels
le surficee formee par ses normales princgpales o ses ravons de cowrbure eguer
ol de stanes contraires.

Lorsque lee somme des carves des courbures d une courbe est constante, les
ponts centrae des geéncratrices de la surface formee par ses pormales prince-
petles sont les points pour lesquels les ravons de courbure prineipaicy de cette
surface sont égar et de signes contraires,

Fle., ele.
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GO, Nowvellos up/)ff'fw!{}m.v o 1 mode de f'r'/)r'r;.-.'r'm'rrff(m pleric

de classes de surfaces révlies.

Comptes rendus, 1g novembre 18--.

Je e considere plus dans eette Note, comme dans Tes denx Notes pre-
cedentes, des surfaces Trieux de normales principales, ot Jaeeive o des
théoremes nouveaux coneernant les surfaces roglees. Je citeran, conme

exemple

St une droite se :.-’r?;fm-rf normelenient  la trajectoire o un de ses poinls o, de
Jacon que Uarre balayveée par wn segment de cette drotie soit proportionnelle
Lare parcowra par o, elle engendre une surface f'r"'l_s;'fr'rx sur taquelle o existe dewr
H?{jr’r(ru'na\' orthozonales des Ig'r'm'}'(m';'“:'.\: r{fu' sont des cereles I,«,J'r"rJr!f-‘.\'r'ff.f.f.f-,'.' leds,
g anr dewr Iwn‘n!.\' o tls rencontrent la drorte mobile ces courbes sont lotgones
a angle dro.

St un segment de drotte de longuewr o, qui vient successicement coinelder
avee les géncratrices d une surface G, est tel que les plans tangents « cette
surface awr extremiies de ce segment conscrvent entre e tougours le méme
angle o, on a. pour Uune ow Uantre des courbes déerites par les extremites de ce

segment, la relation

dans laquelle n represente la distance comprise entie Uune des extrémates de ce
segment et le point ow le plan tangent a G a cette extremit est normal a cette
surface, of Woo Ry sont les ravons de cowrbure principane de G a cette extre-
nule du seomoent,

6L S le paraboloide des normales d une surface réglee.

Butletin de Ta Société mathémalique, 18-~

Faveive geometriquenment quelques eesultats concernant ce parabo-
|r_1]i]t5.
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62, Swrles /);"rm,v tangents .\'r'f.*s,"f:ffr'f'n' de la surface de Uonde.

Congres du Tavre, 1877

La surface de Fonde coupe chacun de ses plans principaox et Te plan de
Findind suivant une conique et uncereles Dans chacan de ces plans, cecerele
et cette conique donnent liew & quatre points dintersection qui sont des
points coniques de la surface de Pondes Je montre quiitest facile de deduire
de Lo que la surfiuce de Uonde touche certains plans le long de circonferences
de cercles, el qu'elle est coupce par des plans paralleles a cewr-co suivcant des
anallagimatiques du quatricme ordre.

65, Sur la surjfoce de Uonde.

Congres du Havre, (RSt

La surface de Tonde 'S devive dhan ellipsoide B, aw moven de la eon-
struction de Mac-Gallagh mversement (B0 dévive de Ta méme maniere
de S Je démontre la [n':llll'it"ln'r suivanle :

Sur-la swiface de Ponde S qui derice de Uellipsoide V)l transformee
d vine ligne de courbure de cotte dernicre surfuce est telle que les normales a 'S
wsues des differents points de cette ligne, sont respecticenent perpendiculaires a
des divnctres de 'S cgauwr entre ewr,

GA. Sur les normales dela surfoce de Uonde.

Comeres du avee. 18-

Farrive dans cette Note i ce théortne nouvean ot intéressant

Les points de rencontre dune normale aune surfice de Uonde avee les plans
principa de cette surface. le pied de la perpendivalaire abaissée du centre de
celte surjace sur cette nornudle, le point oic cette normale est rencontree pear le
duamctre: perpendiculaire a clut quis passe par son pied . déternminent cing
points :lescing points analogues quon a sur chacune des normales de la surface
de Conde forment, sur ces droites. des diciscons homographiques.
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G3. Nowvelle démonstration d un théoreme relatif aw deép'acement
afiniment petit d’un dicdre, et nowvelle application de ce theoreme.
Bulletin de la Société mathématique. 1875,

Ce théoreme est e dernier eité an n® 56, Apres en avoir donné une nou-
velle démonstration gécométrigque, jen fais usage pour démontrer geometri-
quetent cette propricté hien connue @ Lorsque les dewe rayons de courbure
d"une courbe cauche sont proportionnels. cette courbe est une helice tracee sui

une surface evlindrique.

GG. Dimonstrations g‘(:(ii??(:ff’fr’ﬂ{('.\' o rene thiéoréme

relatif aux surfaces reglées.

Bulletin de la Soeiété mathématique. 1870

i sTagit de ee théoreme bien conpin:

Une ligne tracée sur une surface gauche, qui coupe sous un angle constani
i of 0 L=
les wéncratrices rectilignes de la surface et qui est en m?me temps ligne geode-
stque. ne peut étre que ba ligne de striction.

Fen donne deux démonstrations basées sur des propositions de Geometrie

conengatique.
G7. Sur les surjices réglies.
Journal de Mathématiques. 1878,
le demontre géométriquement quelques résultats A an travail de ML Franke

Sur lee cowrbure des surfaces récprogues. et ) ajoute quelques résultats nou-
VeauN.

63, De lemplor de la courbe représentatice de la surfice des nor-
males principales d une cowrbe ganche powr la démonstration de
proprictes relutives a cette courbe.

Comples rendus, 20 mai 1878

Femploie la courbe représentative dont Jar pavle aux no 58,509, 60.
M. -
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Pour un point « d'une courbe (a) prenons lasphere osenlatviee deeette
courhe et appelons s la distanee du eentre de cette sphire o L normale
principale de @ issue de a. Désignons par/ L distance du point @ au point
of L droite veetifiante issue de ce point touche Parcte de rebrotissenent de
B surlace rectifiante de 7', Ona ces théortmes nouveaunx :

Lorsque e somme des cares des ravons de courbare d'une courbe est con-
stende, le produdt s 7 1 est ‘IIH'H,')(H‘H’(HHE{‘! au cube du ravon de seconde courbiire
de eelte courhe.

Lorsque lac sonone des carres des courbures d'une courbe est constanio, le pro-
drit s < Vest constant, quel que soit le point de la cotrbe,

te., ele.

GO, Sur la swrjace de onde.

Congres e Paris, 18748,

Faisant usage d'un mode nouveaun de représentation de la lot de varation
des plans tangents & une surface ['(.'gl(.'i_', je donne de nouvelles démonstiru-
tions des théortmes que jat eités au n® 48,

0. Transformation par polaires reciproques d un pinceas

e H(JE'HHJ.’/!".S’ of I”.?'J"(’H.S‘!'H!.—*-\‘.

Coneres de Paris, 1878,

La polaire reciproque d'un pincean est an pineeaus les fovers et les plans
focaux de ce dernier pincean correspondent aux plans focaus et aux fovers
du pineean transforme.,

Fatsant usace de cette remargue, Fareive a des théoremes nonveans, tels
que celuen

On donne dewr surjaces A, B et wun point o five. On mine de ce potnt
wne droite qui coupe ces surfaces en o et en'b et Fon prend la droite V) suicant
laquelle se coupent les plans tangents en et bya Nyet /B . Lorsque la droite va
se deplace awtour de sa premicre position, 1) engendre un pinceau dont les fovers

Foet Uy sont tels, que af, al, et W W sont des tangentes conjugiuces de |\

tf _H
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1. Construction de la normale a la surface trajectoire d'un point
dune figure de forme invariable dont le déplacement est assujettd

w quealre conditions.
Congres de Paris, 18-5.

Les normales anx surfaces trajectoives déerites par Les points dune tigure
dont le deplacement est assujetti o quatre conditions rencontrent les deny
memes droites D, AL De Taoun moven de construire Ta normale i la surface
vajectoive déerite par un point de la fizure, lorsque Fon conmait quatee
normales i des surfaces trajectoires, On construit les droites D, A qui ren-
contrent ces quatee normales @ la normale demandeée est T droite issue da
point donne et qui s"appuie sure D et A,

Mats, stoees drottes Doet A sont imaginaires, comment doit-on opérer?
Cesthiréponse ieette question que je donne dans ee travail.

2. Construction des centres de courbure principane de la surfuce
de vis a filet triangudaire, et de la surface de vis a filet carré.
Congres de Paris, 18-8,

o probleme n'avait pas encore ¢1é résolu.

Vemplotde quelques propositions de Geométrie cinématique m'a conduit
wdes constructions tres simples,

5.0 Determnation géomitrigue des ombilics de la surface de Uonde.

Comptes rendos. 5 mal 1874,

On ne s’ctait pas encore occupé de rechercher les ombilics de L surface
de Ponde. Je donne la construction rll.li permet de les obtenir, et jen
conclus que, sur la surface de Uonde. il v a huit ombilees réels.

T4 Sur un mode de transformation des surfices réglées.

Comptes rendus, 2 juin 18-q.

Sotent [Gune surlace l':"gl{w- donnée et o un point fixe. Par ee [miul el

ane generatviee Gode G on fait passer un plan que Pon fait tourner sur
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lui-méme d'un angle droit autour de o. La droite G vient prendre La posi-
tion G,. Les droites telles que G, forment une surface (G, ), transformee de
(G Afin d'etadier (6, ), je construis la droite auxiliaive velative a une gene-
ratrice de cette surface. Pour cela, je donne la liaison qui existe entre
les droites auxiliaires qui représentent les éléments des surfaces G el

Gy e fong de génératrices correspondantes.

75, Transformation d un pinceare de normeles.

Comples rendus, g juin 187,

Le mode de transformation dont je viens de parler sapplique i un svs-
teme quelcongue de droites. I'étadie en particalier Ta transformation d'un
pincean de normales. Je démontre dabord qu’un pincean de normales peat
ctee represente de forme et de position an moven d'une circonférence de
cevele, dont le centre est suv e vavon du pineeau, et sur Liquelle un point
[T m;n'qtu}. Je trouve ensuite les constractions s!ui permeitent de trouver
la circonfivence représentative du pincean transforme du premier pincean
donne, Cette cireonférence une fois ohtenue, on g tous les clémenis de ee

(IR RN AT {)I [ATREAHEL N

76, Sur la surface de Uonde ot sur la trawsformation  un pincean.
Compies rendusg, 16 jam 187,

Le mode de transtormation dont je viens de parler transforme an pineean
de normales & an ellipsotde en ot pincean de noviales & une surface de
Ponde. Les circonférvences representatives de ces pinceanx permettent done
d*obteniv sav un méme plan les Tiaisons qui existent entre Tes elements de
courhbure d'un ellipsotde et les eléments de convhove de T surtaee de Ponde
qui dévive de eet ellipsorde. Ces ecireonferences conduisent immediate-
ment anx theoremes velatifs il sueface de Ponde que Tt énoneés ann® 18
el an théoreme suivant ¢

Si-lon projette orthogonalenent un cliypsoide et la surface de onde qud en
derice sur des plans menes vespecticement par des normales correspondantes de
cos surfuces, perpendicularement aw plane deces normales, on obtient dey
courbes de contour apparent dont les contres de courbure se correspondent sur

des dicuneires de ves surfeees,
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7. Cours de Géométrie descriptive de U Ecole Polytechnique,
comprenant les déments de la Géomdétric cinématique.

Un Volume in=5, Gauthier=Villars: 1880,

Cet Ouvrage est divisé en deox Parties.

La premicre Partie contient, pour L représentation des COPPS SUpposes
celares par un point Tamineux, Pétude des modes de veprésentation o
swivent methode des projections cotées: perspective conigues perspective
axonometrique ou isométrique; perspective cavaliere. La sceconde Pavtie
renferme Uetude des surfaces que Pon rencontre Te plas frégquemment dans
L pratique @ cesont les surfaces reglées, les surfuces de vévolution, les
surlaces hélicotdales, les surfaces topographiques. Toutes ces surfaces <ot
ctudtces, amsi que lear ligne Fombre propre ou dConthre portée.

Clestanssi dans cette seconde Partie que se trouvent des éléments de i
(icométrie cinématique. exposes didactiquement pour T premicee fols. Lans
des Mémones divers e de nombreuses Notes, présentés o \eadémie des
Seiences, Javais proparde depuis longlemps Tes materiaux de ceite branehic
particulicre de Ta Géometrie. La IJ!IIp;ll‘l. de ces travaus sont coordonnes
dans mon Ouvreage: ainsi réanis, on voil bien quiils forment an corps de
dactrine.

Lesapplications de la Géométrie conématigue concernent le vaceordenient
dessurfaces réglées, Ta theorie de la conrbure des sarfaces, 'étnde des <
faces deovisafilet trianguolaive o carve, des problemes velaiifs aox snvfaces
ctde nombreuses questions traitées dans les Sapplements anx Lecons,
Toutes cesapplications sont le fruit de mes vecherehes personnelies: oifes
sont presentees sous une forme approprice a Penseignement. Les methodes
que Jai mtroduites dans mon Livee sont, i ma connaissance, dejicadopiees
GV Eeole Contrale des Arets of Manunflactures, i UUniversite ' Odessa ot 5

Flniversite de Cotmbre.
78, Lo surfuce e onde consuderde comme surfoce fineite
Comples rendus, 26 avril 1880
Cingg conditions permettent le déplacenent d'une tigure de forme mva-

rinhles Tes points de la figure mobile déecvivent alors des lignes trajectoires,
Sl figuee nlest assujettie quti quatre conditions, ses points decvivent
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feurs surfaces trajectoires. Enfin, st la figure est assujettie & moins e
quatre conditions, ses points, en général, peavent étre déplacés d'une in-
finite de manierves. Je dis en géncral, parce qu'il v a une surface qui limite
ko région de Fespace que les points de Ia figure peuvent occuper, et que
les potnts appartenanta cette surlace limite e sont pas susceptibles '¢tre
deplaces de toutes fes manieres possibles. Pour les droites et les plans mo-
biles, il voa aussi des surfaces limites,

Les cordes d wne ellipsoide, qui sont raes a angle drott di cerdre de cetie sur-
Juee onl pour surface luniie une surfoce de Conde,

Les preds dey porpendiculaires abaissees du centre dun cllipsoide sur les cordes
rues de ce point « angle droit occupent dans Uespace une région qui est fimitée
per wne surface de Uonde,

N wun angle drott abe circonseri a wn ellipsoide est tel que son plan est
normal « cette surface awe pouts de contact a. b de ses cotes. son sommeet ap-
partient « une susface de Uonde. La normale a cette supface est la drode qua
Joint le somumnet wde Uang'e droit aw milicw de o corde de contact wb.

Fte., ete.

9. Nowvelle géncration de o surficee de Uonde

et constructions diverses.
Comples rendus. 7 juin 1880,
Vol cette nouvelle génération :

Seoun m;;;‘;’r' droct abe, dont les eotés sont .f'(‘.N';)‘f’:"ff-i‘f‘,fh‘(’f:‘f latnnzents o et
Alipsoides homofora donnes, est tel que son plan: est normal a ces dewr suw-
Jaces e chacun des points de contact a, b de ses cotés. son sonunet apparticnt
une surface de londe. La normale a cette surfuce est la droiie qui jone le
sommet ¢ de Uangle drott e miliew de la drode ab.

Les constructions que renferme encore cette Note sont des applications
de ||m‘]t]l|t‘s propositions de Géomdetrie clnematique.

8O, Constructions ’ufrmc.’.s' dos léments de courbre
de la surfuce de Uonde.

Milan, €. Hoeplic

Farvédige ee petit Mémoire sur L demande qui ma ¢t fadte de con-
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tribuer & POuvreage que les géometres italiens ont publié en Nhonneny de
Chelint, I renferme, avee certains développements, la réunion des Notes
que Jai analysées aux n® 71, 75, 76,0 10 v a dans co travail une idée qui
sera feconde en résaltats. Voiel en quot elle consiste. Deux figures de I'es-
pace se correspondent au moven dun certain mode de transformation

lenrs veprésentations planes se corre spondent alors dune cortaine facon.
Lovsque cette derniere corvespondance est frouvee, on a ramend i ane
ctude suroun plan Pétude de Ta transformation de T ticurve de Uespace.
(‘.‘l'f‘ll }1illﬁi (lli‘”l‘l Ili’l]l'i‘}l|| lil‘ HiH'I}J}lll‘H -:l e .“llT'ilﬁl"l‘ ||{' I.{Iil{.!L_‘ |‘1'ii[’[l‘:~t']]tl-
par une circonférence de cevele et un point o pu ctre ioediatement de-
terminé en transformant la circonference quio veprésentait fe pineean e
novinales & Vellipsoide ot dévive Ta surface de Vonde s les ¢léments de ces
denx pineeaux de normales sont les Cléments de conrbore de Pellipsoide el

de Ta surface de Ponde,

8L Sur la surfuce de Uonde, et théorémes relatifs anr lignes

de courbure des surfices du second ordre.
Praceedings of the Roval Secielv, 881,

Le point de départ de ce travail est cette déefinition de Ta surface de
Fonde que jai donnée i PAcadémie des Seiences en aveil 1850 :

A un ellipsoide donne de centre o, on circonserit des cones doni wne section
principale est un angle droit @ les sommets de ces cones sont sur une surface de
Uonde (¢ Je montee géométriquement quoe la swrface de Uonde est coupee
par-un cllipsoide (V) homofocal a Ucllipsoide, gui entie dans la définition pre-
cédente, suicant une ligne de courbuare de cet ellipsoide Vet que les hyperbo-
loides homofocawr alellipsoide. qui entre dans la definetion précedente, coupent
chacun la surface de Uonde suicant une ligne spherique et wne de lewrs lignes de
courbure.

Le theorenie suivant fermine e travail <

Par une tangente « une ligne de courbure dun ellipsoide, on mene dere
plans qui touchent respecticement un ellipsoide homofocal @ celui-ci = Cangle
compris entre ces plans est de grandear constante, quelle que soil celle lan-

qente,
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B2 Surles surfaces homofocales die second ordre.

Proceedings of the Roval Societv. 1889,

Teome suis propose de chiereher les Tinisons qui existent entre les ravons
de couwrhure principaux de trois surfaces du second ordre en un poing
conmun i ces surfaces, problime qui navait pas ¢ié aborde.

Vion point de départ est ce théortme du travail préeédent -

Ui angle de grandear constante, circonscrid a un ellpsoide donne el doni b
nlan est normal a cette surface en chacun des points de contact des cotes de cet

angle, se déplace de fucon que son sommet reste sur Lellppsoide (12 homofocal a

P ellgpsoide donnd : ce sommet déerit une ligne de courbure de

Apres avoir determind les ravons de courbure principaux des surfaces

Liomofoeales, je retrouve ce théoreme da i Lame -

Le produit de trots de ces ravons de cowrbure est egal aw produit des row

dres.
Pais Petabiis dautres théoremes, tels que ceux-ci -

Les ravons de courbure des sections faites dans n clipsotde par des plans
normaiy a lune de ses lignes de courbure sont proportionnels awr segneents
compris surces ravons entre les points de cette ligne ot les points oi ces ravons
rencontrent les plans principaice de Uellipsoide .

Les normales a wne ellipsoide. issues des points d une ligne de courbure sont
partagees par les plans polaires de ces potnts pris par rapport a des ellipsoides
homorocawr a lellipsoide donné, en segmenis proportionnels. ele., cte.

On donre un cone du sccond ordre de sommet ¢, wn pornt | swr Uwn de ses
wwees, ol parce point on meéne un plan arbitraire qui coupe le cone suicant une
certaine courbe. Le long de cetie courbe on inscrit dans le cone wne surface du
second ordre quelcongue, et Uon constrait la surface homofocale a celle-ci, qu
psse ericel qui a pour normale en ce point la drotte ¢l Cette surface el toutes
les surfaces analogues, que Uon obtient en faisant varier le plan sécant mene
par L et les surfaces du sccond ordre inscrites. sont osculatrices entre elles au

r.rm.f'.fif’ ",
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83. Sur les centres Ao courbure des surfaces homofocales
die second ordre.
Procecidites of the Roval Soeiciyv, =82
Cootravall est Laosuite da preecdent. Joo démontre quelques théoremes
pouveaas refatifs aux centees de eourbure principeox des surlaees homo-
focates du second ovdre et Jétablis une ¢légante propri¢té qui montre
comment sont lies géomciriqrement fos six eentees de coarbure prineipaus
de trois suriaces homofocales gni passent par wn méme point.

Vaiel quelgues theoremes entraits de co travail

Lew plans polaires dun port n. par rappoit @ des surfaces homofocales.

proportioncls sar les norinales NoN',NT enomyane

Jéterpnent des segments
surfaces homofocales qui passedt par ce point.

fLes plans polaires dwn peine . par rapport a des surfaces homolocales.
ceeceloppent wne surfuce (D) de quatricine degrds qui est tangente aur plans
pronciany des surfaces homoforales ainsi qucaie plans (NJNT L INGNT
NN Ladéceloppable (D wouche les norimales NOONUNT asee sie centres de
courbure principaice des surfaes homofocales quis passent par et elle touche
fos plans T NONTLONONTINUNT L swcant les aes de courbure des courties

dintersection de ces surfaces prises dear ¢ dewr

Cootravadl est termine par cetie propricte qui ctablit une liaison ires
stiple entre les sixocentres de courbure principaes de trois surfaces homo-

focales du second ordre.

Frors sutfaces homofocales ac second ordre se coupent en un pornt ni. Les
normles a ces surfaces enoce pont sond Ny N N Ces normales rencontrent les
plans principaicy des surfaces honofocales, la premicre ena, b el i dewcicme
ernn. W, o et la trosicime en W WL el On dléee respectivement de ces points
des plans perpendiculaires a ces norinales. Les plans ssus des points a, a, a0 se
coupent en wn certain point . On obtient de méme wn potnt 3 correspondant «
b bW et un point oy correspordant e, ¢l les points v, By appartiennent
o wne méme drotte \.

Les projections de N, sur les plans déterminds par les normales N, N'y N,
pises dewr a dear, rencontrent cos normales awre centres de courbure prine-
paiee des trois surfaces homofocles.

Ces centres de courbure sont alors aussi les projections sur les rormeles N

AL b
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NN ey potils ot \ peree les plns deteriies pt s reornciles. prises deta
o dewe. Lea drodte, qui jornt les pi

vellons sur deae de cos normees du ponnit

ot X peree le plan de ces drodtes, est Uave de covibure de L ligne dCtatersection

des surfaces homofoeales norwiades a ce plan.

-~
g

Seiles surfaces perallides.,
Procecdings of the London Mathematical Sociclv, 1830,

Une droite se déplace en restant novmale & une surfaces elle engendre
mne normalic gqui rencontre les surlaces parvalliles i celle-el suivant cer-
fnnes courbes.

Dans une de ses positions, cette droite rencontre ces courbes en des

:im:.r}l:% que i':!iipl'l‘lv f‘m'f'.".\';).fm.'frf'm'\‘ ol les fngentes enoees |'mi11i~'~ d4oCes

couvhes sont des tangeiios correspondaiies,

arrive géeometeiquesent o un assez giand nombre de théorimes dopen-

I|‘1H| l]i‘.*\ i'll‘i:ii‘l!{.\ il trorsteane m:_fn‘ l!v.\ =

riaces parallides. Jo vappelle,
A e sujel que jeosuis e premier avant tradte gécmetriguenient des gues-

tions de ce genre. Volet quelgues vésuliats ¢

Par des tangendes corespondiices sty v Uy, oo on wicne des plians g

conpend des surfaces paralleles sulvant des sections gud sontd respoc
prend el / / e /e { 7 ! res)

pareddl o snr-

ascwlces par wn cercle les ravons de cos circonferences, issus des poitits corzes-
sondants 0, w0, o, S appient sarune nidne droite

Cos ravons apparticonent o wn paraboloide hyperboligue ;

Ces sections ont pour cves de cowrhure des diodtes qui appariicnnient o an
r{.f"l'f)f’f'{)f}!ff.'t.’.f[r‘,'

Leuis conties de courbure sont ser une cibique gauche;

Leitrs contres de courbure geodcsique sont en lione droie;

e points correspondants, elles ont des anoles de contingenee geodesique

coder enlre e,
Ona des proprictes analozues, <i, an fiew de conrbes surosenlees par un

sevele, on oprend des courbes o couwrbure normale constante ou des Tignes

T

iul coupent sous le méme an;

e les Bones de conehurs dTan meme sysivme

surles surefiaces paralleles.
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83, Sur la détermination, en wn potnt o une sicfoce dicsecond ordre,
dos axes de Uindicatrice et des rayons de courbure principanr.
Jowrnal de Mathemaliues pirees el appliquces. 50 series L VEL pooa6y,

Je commence par constraire Tes axes de Pindieateice et je démontre ces
Pthéorimes mléressants :

Les coves de Uindicatrice enown point me o une surfuce dic second ordre sond
perrelleles que asvinptoles de Ulvperbole cquidiatere qui passe par et par les
;;m}if:-‘ NV, 2o les coves de o suriaee du second ordre sont rencontres i e
;J,*’.-H.J fanent et eetle .\'H.f'/.;.rr'('.

Les s de Dindicatrice enony sont tangents o la perabole dnscrite dans
tricangle Xy el dont o divectrice est la drotte guid joint le pornt waw pied de la
perpendiculaire abaissée du contie de la surface sur son plan tangent en .

Puis je montree que :

Les coentres de courbare principawnr situes sur la voriede en oy o la surfoee
dwsecond ordre sont situes par rapport @i points o celle normale rencontre
les plaves principauce de cette surface comme le pornt e est siud swr elicecie s
coves de Uindicatrice e ce point par sapport @i points 0 ces ares rencontent
les vidines plais priveipaiee.

De bivesaltent difforentes muanieres de construire stmplement les centres
de conrbure principaus,

GG, Prenviers Cdinents de la Gieomdtrie rfr'.\'r'f'f;/)fr':'r',
Lrochure in-87.
Jeopropose dintroduive dans les clements Tes procedes emploves pare les
mgeniears. Bes plins de projection et, par saite, L ligne de tevee n'inter-

viennent e par lewes divections, Coosvsteme o ete tmmediatemend ;n].n[:lr

dims plusicoes Iveces de Pavis, en Belzique, en Russie, en Portugal.

a7

- b X o
o Sur e diplaceient o v dicdre de crandenr constante.
The Meszenger of Mathematios. mars 188

Lo divdree <o déplace de facon que soncarete Creste tamgente & ane conrhe
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AL tundis quiune deoses faees corneide toajours avee Te plan osculateny de
cette cowrhe, Je montre quon obtient la drotte suicant laquelle Uawtre face
touche son enveloppe en projetant sur cette face la droite rectifiante de A, issue

duw pornt ou Clouche X

88, Vmoire doptiquee géomitriqee contenant la thiéorie di poin
veprésentatif d un lément de surficce réglée ot son emplol, tani
pour b démonstration nowelle de théorcnes velatifs a la cowrbure
des surfices, que pour la détermenation plane des éléments des

surfaces cawstigiees.

" Aeadd Hodes Lineen Te v jain 1887,

Prosente o omie

Co Mémoire renferme L solution complete, donnée pour Ia nremicre fors
cUdans Te cas le plus géncéral, do probleme difticile de Ta determination des
Clementsdes surfiees cansiigies.

Pawr les caustiques par reflesion ou par réfiaction sur le plan, on posse-
dait des formades et des constriecctions.

Mais il nen ¢tait pas de meme pour espace oi le 111’:;|n|i‘m<- devient ires
1'1][“1‘“[{“1". Sturng, dans son Memoire sur r"ujw}fm' el dans son Wemodee sur
fa vision, o Ctwdic analvtiquement le pinceaa véfracte dans Lo sende cireon-
stanee ol le pineens ineident est un pineeaw de normales @ one surtiee, of
Hoest arvive oodes formuoles sans donner de construetions effectives. M.
trand, vevenant sue le méme sujet, a vetronve les formales dues i Stavm el
enaajonte une pouvelles Sinst, pour le seal cas particulior quieut efe
fraile, on avail tronve des formules, mais pas e constractions cfjectives.

La solution geomdétrique que renferme co Memotre aboutit o plusicurs con-
Slrieciions !r;.fr!mw' des clemoents des swrfaces t’:lll.“\l]tllll'ﬁ dans le cas le §1|!I.~4
sineral,

Les solutions de nombreuses questions ne sont veatiment achevees que
lovsguon futt connaitre Tes constractions quielles exigents elles ne peuvent

tendre cotachivement que de la Géométrie, Laauestion dopligue., que jal
compliterment résolue dans ce travail, enest un exemple,

Co Memotre est partage en plusicurs paragraphes

S 1. — D point vepresentatef/ dun clément de swrface réglee.

Pour vepresenter un clément de suvtace véglée, favais eiplove une drose

arilicere. Jo fais dabord remargqaer commoent, aoeetie droite, on pent sub-
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stiteer win pomts puis je montee comment on arvive divectement i ce point
representatif. Les solutions venfermées dans mon Mémoire monteent fa crande
ahilite de cet ¢lément nouveau.

S 2. — ILimplot die point representaitf dans la théorie de ta courbure des

strfuces.

Coparagraphe, qui permet au Tecteur de se familiaviser avee Femplon du
point vepresentatil, renferme des constructions et des formules relatives &

L comrbure des surfaees qui sont atiles dans la suite de ce travail,

3 3. = Representation plane d un pinceau.,

Lessurfaces ¢lémentaires dun pinceau étant veprésentées parlears points
cepresentatily, Te pinecan est représenté par une cireonference de corcle,
Pour fixer L position du pinecaw par vapport i un plan passant par le ravon.
jeomargue un point sur cette cireonference. Cette representation tris simple

restlte de proprictes que Pan demonteées dans mon Menodre surles pineeair.

3 4. Promicre constivction plane des élements des surfuces canstigues.

Les vavons Tominens incidents rencontrent Ta survface séparatvice des mi-
Heax en des points o partent des normalesieette surface ot d ot partent
bos rivons peiraetes,

Aoun pmeean ineident correspond ainsi un pineean de normales ef an
prcean relracte, Ces trols pinceaux sont représentés chacan par une o
confercnee de cereles. Conmmissant les ehveonférences qui veprésentent les
deux premiers pinceans, je determine celle qui veprésente e pincean ve-
fraeio.

Lo connaissancee de cette derniere circonférence of dun eertain pomt de
cette conrhe entraine L connnatssanee des élements do pinceau véfracte,

Fosuisarvive de cette facon ioune premicre construction plane qui résout,
dans lecas Te plas genéral, Te probleme optique que Pavais envue, ot cela
par une vole purentent geomclrique.

3 5. — Drenucre maodification de la construction precedente.

Hsfagitde simphifications dans les tracés,

S 6. — Dewxvicme constraction plane des élements des surfaces caustiques.

La premicre construction me conduita des formules qui, interpretées géo-
metviquement, me donnent une deuxieme solution géncérale du probleme
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d'optiquee. Ces interpretations géométvigues permettent aussi d'énoneer
quelques théortmes intéressants,

S 7. — Moddication de la premacre construction sénérale.

Cette moditication est basée sur des vesultats do pavagraphe préecdent.

3 8. — Cas particulier od les rayons incidents sont normanr a une surface.

Fnointrodursant dans les formales oéndérales trouvees dans le sixtime
paragraphe lacondition que Te pinecan neident est un prieean de nor-
mades, je suis conduit aux formules dues @ Staem et a M. Berteand. Lin-
ferpretation géométrique d'une de ces formules me donne an theoreme

votvean dontuneas particalier avait ¢té tronve pare Sturm.

N — Caleal des clements du pinceant réfracte Liisqie co pinceaw est forme
e normales c une surfoace.

Cocaleul conduit s des expressions compliquecs. On peut arviver i ees
expressions par les méthodes anadvtiques s mais i nons semble qu'ih aurat
cle difticie, pour ne pas dive plos, de vevenie de ees expressions conin-

pliquees &mes constructions aeometrigues simples,

Ce Memoive, que Pai ern devoir analyser avee quelque développement,
parce quitl estmedit, doit parantre dans les v della R Necademia ded
Liveer et Pobijet dun Bapport enticrement approbatil de MM Cremona
ei Beltrami, dont voiet les conclusions ¢

« L memoria ¢ assal interessante non solamente per Pimportanza dei
»oresultati contenuti netla seconda partes ma anche per Pelezanza di qued
metodt geometvier che il chiarissimo antore adopera anche questa volta
con mivabile felieith o che meritano di esscere mezhio conosciuli o colti-
vali i ltalia,

Por l]ilt".'i[-" i';lgiﬂlii. hi:i?lll_} I]t_‘[.l l]{ i\l'lr{}lhi‘l'l' i;l ill[t‘gl'illl‘ |'l!|[|]n"||';:?_'|n||l'

della Memoria del sicnor Mannheim nei nostei t00: ¢ di dave cosi un me-

oo ritato teibuto distiia al valoroso ccometen franeese, ehe ha tanto contri-
< bhutta o mantencere o onore Lo puva Geometria, o

)

). Repreésentation plane relative ane deplacements o une fign

) it . N . . PR N N N
de jorme invariable assijettio a guctre copditions .
Comples rendus, o fGvrier 1885,

Mo e professenr Bobiert S0 Ball o presenté o PA\cademie dhlande an in-
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teressant travail sous le titee @ On a plane representation of certamn dyna-
macal probicies in the theory of a rigid hody. e fais voir que cetle repre-
sentation est une conscquence de fa représentation que jai donnce dun
pineean dedroites, Pour cela j'etabilis dabord ee théortme nouveau :

Se,des points centrawr des surfaces dementiaires o un p.*‘n-"('(m, on cleve des
normales « ces surfaces. ces droites sont les géneratrices dun ovlindroide on
conoide de Plicker {26,

. Sur da polhodic.
Comples remdus, 6 aveil 1885,

Jeceomstrais fe plan oseulateur en un pointde cette conrhe,

HE BEEAYIE !"/J:f'f‘/)u.-‘(;};mff'r'.

Comples rendas. 15 aveil 1885,

Jeoconstruis le centree de courbure de cetie courbe en faisant usage d'un
theoreme nooveau. Cette construction me periet de montrer seometvi-
guement ques comme Pavalt énonee 3 de Spavee, Pherpolhodie n'est pas
ondntee.

Je passe sous sitenee de tres nombrenses Notes gui ont para dans des
Jonenanx mathématigues franeais ou étrangers. Je feval remarguer aussi que,
stjTab analyse quelgques Communieations velatives o fa demonstration de
iheoremes dus a diliérents geomitres, elest quielles avaient ponr bat dai-
irmer L puissance de L méthode dont jo fais usage.

oSS, ar modifie Faneienne vegle doealeuls.

Jen at inventé une noavelle que Von appelle regle a echellos replices. Le
prineipe de cette regle a ¢té appliqué aussi sur une regle exlindreiquee dont
e modele et exposé dans Tes galevies du Conservatoire des Arts et Meétiers,
Coomodele, de o0 de longnear, permet dobteniv Te prodait de deus
nombres avee Taomceme approximation quiune ancicnne vigle ovdinaire de
A de donguenrs S Le vapport de fen M Mathicn, membre de Plostinnt,
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ces regles wlont valu une mention honorable @ PExposition universelle
de 1355, La regle i caleuls, telle que je Pai modifice, adoptee Peole
dApplication de 'Artillerie et du Génie, est aujourd’hul vépandue dans
divers pays @ Pinstruetion pour Pemploi de cette regle o ¢ie traduite on
dificrentes langues. Une instruction speciale @ ¢té publice en allemand.
Quintino Sella, dans s« Theéorie et pratique de la vegle o calents v, con-
saere plusieurs pages iomes instruments.

Favdonndé, en 1857, au Conservatoive des Avts et Métiers, fe modele dhon
vernier de vernter. Pour mesurer une longuenr &L opris, Te vernier ordi-
natve porte too divisions: dans le syvsteme que jai invent®, jemploie deny
verniers portant chacun o divisions seulement.

hovsique. 1874

Comptes reqdis, tOLXNY, povigd s 8700 — dJournal de 7

surma demande, Pai fait partie en 1860 de L Commussion divigée par fe
colanel Lanssedat et envovée dans le sud de da provivee de Constantine
peur Pobservation de Péelipse totale do o8 juilled.

Favais en dlavance Pidée ussez originale que pour bien observer fe nhe.
nomence tres intéressant Cintevtérences, dont étade avart ¢1é vecommandoe
pai Arago, H fallait tourner Te dos auw soletl au moment de Voceultation to-
feie.

Clostee que Fal faity et Jal ¢té assez hearenx pour voir les franges quoe
Pattendais et en mesurer inelinaison. Voieil ee que dit XL Fave i ce sujel
dins les Comptes rendus (247 décembre 18600 ¢« Une des observations los
plus cnricuses et les plus completes de la Commission algévienne, colle
des franges si bien déerites par M. e capitaine Mannheim, jette, & mop
avis. i grand jour sur o constitution du cone dombre des celipses

[oiades, efe., ete. »

TesE

vis, — Lmprimeric de Gavunen-Viceass, quai des Angustizs. 55,

Droits reserves au Cnam et a ses partenaires



	[Notice bibliographique]
	[Première image]
	(3x3) Avant-propos
	(3x5) Aperçu sommaire des travaux analysés dans cette notice
	(3x11) II. Analyse des travaux
	(3x11) Note sur la théorie des polaires réciproques
	(3x11) 2. Transformation des propriétés métriques des figures à l’aide de la théorie des polaires réciproques
	(3x12) 3. Construction de la tangente du point de contact d’une droite avec son enveloppe pour certains lieux géométriques. Application à la détermination du centre de courbures de coniques
	(3x13) 4. Construction du centre de courbure de  la courbe lien des points dont les distances à deux courbes données sont dans un rapport constant
	(3x13) 5. Construction des centres de courbure des lignes décrites dans le mouvement d’une figure plane qui glisse sur son plan
	(3x13) 6. Note sur la géométrie infinitésimale
	(3x14) 7. Construction du centre de courbure de l’épicycloide
	(3x14) 8. Recherches géométriques relatives au lieu des positions successives des centres de courbure  d’une courbe qui roule sur une droite
	(3x14) 9. Application de la transformation par rayons vecteurs réciproques à l’étude de la surface enveloppe d’une sphère tangente à trois sphères données
	(3x15) 10. Sur les pôles principaux
	(3x15) 11. Application de la transformation par rayons vecteurs réciproques à l’étude des anticaustiques
	(3x15) 12. Sur les polygones plans inscrits et cIrconscrits
	(3x16) 13. Des arcs de courbes ou sphériques considérés comme enveloppes de cercles
	(3x17) 14. Recherches géométriques sur les longueurs comparées d’arcs de courbes différents
	(3x18) 15. Addition au deuxième cahier des applications d’analyse et de géométrie du général Poncelet
	(3x18) 16. Transformations par polaires réciproques des propriétés relatives aux rayons de courbure
	(3x19) 17. Sur le déplacement d’un corps solide
	(3x20) 18. Sur le déplacement d’un corps solide
	(3x20) 19. Construction géométrique pour un point de la surface des ondes, des centres de courbure principaux et des directions des lignes de courbure
	(3x21) 20. Etude sur le déplacement d’une figure de forme invariable
	(3x21) 21.Quelques résultats obtenus par la considération d’un déplacement infiniment petit d’une surface algébrique
	(3x23) 22. Détermination du plan osculateur et du rayon de courbure de la trajectoire d’un point quelconque d’une droite que l’on déplace en l’assujettissant  à certaines conditions
	(3x23) 23. Construction de l’axe de courbure de la surface développable enveloppe d’un plan dont le déplacement est assujetti à certaines conditions
	(3x24) 24. Démonstration géométrique dû à un théorème M.O. Bonnet
	(3x24) 25. Démonstration géométrique d’une propriété de la transformation par rayons vecteurs réciproques
	(3x25) 26. Propriétés relatives au déplacement infiniment petit d’un corps lorsque ces déplacements ne sont définis que par quatre conditions
	(3x25) 27. Détermination simple et rapide d’une équation des surfaces du second ordre contenant six points donnés
	(3x25) 28. Généralisations du théorème de Meusnier
	(3x27) 29. Détermination de la liaison géométrique qui existe entre les éléments de la courbure des deux nappes de la surface des centres de courbure principaux d’une surface donnée
	(3x27) 30. Exposition sommaire d’une théorie géométrique de la courbure des surfaces
	(3x27) 31. Recherches géométriques sur le contact du  troisième ordre de deux surfaces
	(3x28) 32. Remarques  sur une classe générale de surface, et en particulier sur la surface lieu des points dont la somme des distances à deux droites fixes est constante
	(3x29) 33. Mémoire sur les pinceaux de droites et les normalies, contenant une nouvelle exposition de la théorie de la courbure des surfaces
	(3x30) 34. Démonstration géométrique d’une proposition due à M. Bertrand
	(3x30) 35. Sur la surface gauche des normales principales de deux courbes
	(3x31) 36.Sur les trajectoires des points d’une droite mobile dans l’espace
	(3x32) 37. Sur les surfaces trajectoires des points d’une figure de forme invariable dont le déplacement est assujetti à quatre conditions
	(3x34) 38. Quelques théorèmes montrant l’analogie qui existe entre les propriétés relatives aux surfaces décrites par les points d’une droite et les surfaces touchées par les plans d’un faisceau mobile
	(3x34) 39. Démonstration géométrique de quelques théorèmes, au moyen de la considération d’une rotation infiniment petite
	(3x35) 40. Deux théorèmes nouveaux sur la surface de l’onde
	(3x35) 41. Construction du centre de courbure en un point de la section faîte dans une surface par un point quelconque
	(3x35) 42. Construction directe du rayon de courbure de la courbe de contour apparent d’une surface qu’on projette orthogonalement sur un plan
	(3x36) 43. Sur la surface de l’onde
	(3x37) 44. Propriétés relatives à un faisceau de plans qui est mobile
	(3x37) 45. Construction de la sphère osculatrice en un point de la courbe d’intersection de deux surfaces données
	(3x37) 46. Détermination des relations analytiques qui existent entre les éléments de courbures des deux nappes de la développée d’une surface
	(3x38) 47. Solutions géométriques de quelques problèmes relatifs à la théorie des surfaces et qui dépendent des infiniment petits du troisième ordre
	(3x39) 48. Recherches sur la surface de l’onde
	(3x40) 49. Propriétés des diamètres de la surface de l’onde et interprétation physique de ces propriétés
	(3x41) 50. Démonstration géométrique d’une relation due à M. Laguerre
	(3x41) 51. Nouvelles propriétés de quelques courbes
	(3x42) 52. Construction pour un point de la courbe d’intersection de deux surfaces, du centre de la sphère osculatrice de cette courbe
	(3x43) 53. Sur le paraboloÏde des huit droites
	(3x43) 54. Sur les surfaces dont les rayons de courbure principaux sont fonctions l’un de l’autre
	(3x44) 55. Sur les surfaces dont les rayons de courbure principaux sont fonctions l’un de l’autre
	(3x44) 56. Sur le déplacement infiniment petit d’un dièdre de grandeur invariable
	(3x45) 57. Sur les courbes ayant les mêmes normales principales et sur la surface formée par ces principales
	(3x45) 58. Nouveau mode de représentation plane de classes de surfaces réglées
	(3x46) 59. Applications d’un mode de représentation plane de classe de surfaces réglées
	(3x47) 60. Nouvelles applications d’un mode de représentation plane de classe de surfaces réglées
	(3x47) 61. Sur le paraboloÏde des normales d’une surface réglée
	(3x48) 62. Sur les plans tangents singuliers de la surface de l’onde
	(3x48) 63. Sur la surface de l’onde
	(3x48) 64. Sur les normales de la surface de l’onde
	(3x49) 65. Nouvelle démonstration d’un théorème relatif au déplacement infiniment petit d’un dièdre, et nouvelle application de ce théorème
	(3x49) 66. Démonstrations géométriques d’un théorème relatif aux surfaces réglées
	(3x49) 67. Sur les surfaces réglées
	(3x49) 68. De l’emploi de la courbe représentative de la surface des normales principales d’une courbe gauche pour la démonstration de propriétés relatives à cette courbe
	(3x50) 69. Sur la surface de l’onde
	(3x50) 70. Transformation par polaires réciproques d’un pinceau de normales et extensions
	(3x51) 71. Constructions de la normale à la surface trajectoire des points d’une figure de forme invariable dont le déplacement est assujetti à quatre conditions
	(3x51) 72. Construction des centres de courbure de la surface de vis à filet triangulaire et de la surface de vis à filet carré
	(3x51) 73. Détermination géométrique des ombilics de la surface de l’onde
	(3x51) 74. Sur un mode de transformation des surfaces réglées
	(3x52) 75. Transformation d’un pinceau de normales
	(3x52) 76. Sur la surface de l’onde et sur la transformation d’un pinceau
	(3x53) 77. Cours de géométrie descriptive de l’Ecole Polytechnique, comprenant les éléments de la Géométrie cinématique
	(3x53) 78. La surface de l’onde considérée comme surface limite
	(3x54) 79. Nouvelle génération de la surface de l’onde et constructions diverses
	(3x54) 80. Constructions planes des éléments de courbure de la surface de l’onde
	(3x55) 81. Sur la surface de l’onde, et théorèmes relatifs aux lignes de courbure des surfaces du second ordre
	(3x56) 82. Sur les surfaces homofocales du second ordre
	(3x57) 83. Sur les centres de courbure des surfaces homofocales du second ordre
	(3x58) 84. Sur les surfaces parallèles
	(3x59) 85. Sur la détermination, en un point d’une surface du second ordre, des axes de l’indicatrice et des rayons de courbure principaux
	(3x59) 86. Premiers éléments de la géométrie descriptive
	(3x59) 87. Sur le déplacement d’un dièdre de grandeur constante
	(3x60) 88. Mémoire d’optique géométrique contenant la théorie du point représentatif d’un élément de surface réglée et son emploi, tant pour la démonstration nouvelle de théorèmes relatifs à la courbure des 
	(3x60) 1. Du point représentatif d’un élément de surface réglée
	(3x61) 2. Emploi du point représentatif dans la théorie de la courbure des surfaces
	(3x61) 3. Représentation plane d’un pinceau
	(3x61) 4. Première construction plane des éléments des surfaces caustiques
	(3x61) 5. Première modification de la construction précédente
	(3x61) 6. Deuxième construction plane des éléments des surfaces caustiques
	(3x62) 7. Modification de la première construction générale
	(3x62) 8. Cas particuliers où les rayons incidents sont normaux à une surface
	(3x62) 9. Calcul des éléments du pinceau réfracté  lorsque ce pinceau est formé de normales à une surface
	(3x62) 10. Représentation plane relative aux déplacements d’une figure de forme invariable assujettie à quatre conditions

	(3x63) 89. Sur la polhodie
	(3x63) 90.Sur l’herpolhodie

	[Dernière image]

