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INTRODUCTION.

Le probléme de la propagation des ondes le long d'une colonne
liquide, compressible ou non, enfermée dans un tube paroi élas-
Lique, est une question posée naturellement aux théoriciens par
Pexpérience, et qui intéresse a la fois le physiologiste, le physicien
et I'imgénieur.

Pour le physiologiste, en effet, le pouls (soulévement brusque
et périodique d'une artére en un point déterminé, lié 4 un choc
précardial produisant une varialtion de la tension artérielle en ce
point) est le résultat du passage, dans un vaisseau doué d’¢lasticité,
d'une onde sanguine lancée par la systole ventriculaire (onde
pulsatile). lIssue du besoin d’expliquer une vieille observation
d’Erasistrate (') confirmée par Josias Weitbrecht (2}, d’aprés
laquelle la pulsation serait percue aux artéres voisines du coeur
un instant avant de I'étre aux artéres périphérigques, due surtoul
aux recherches de Thomas Young et de E.-H. Weber, 1[Ili distin-
gueérent dans la eirculation du sang le mouvement de courant et le
mouvemenl ondulatoire, cette doctrine réduit la Lhéorie des bat-
tements du pouls 4 la solution de notre probléme.

Le physicien a été conduit au méme probléme par la nécessité
de rendre comple de la diférence entre la vitesse du son observée
dans une masse fluide gquasi indéfinie et celle ohservée dans une

colonne Muide l‘L‘.mpli:-:-‘-;an un tube l,','\iir:lll‘ii!ll[‘.. Cetle divergence

( GALIEN, fr arteriis sanguis, C. 2.
(%) Commentarii acad. scient. Petropol,, t. VII, 1734.

B. 1
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¥I INTRODUCTION.

dans les vitesses de propagation d'un ¢bhranlement a travers un
fluide presque in-r.:mnE1|'¢--:s~_'i]p||‘. comme ’ean, signalée par Wer-
theim, fut atiribuée par Helmholtz, dés 1848, a 1"élasticité el au
frottement de la paroi. Lorsque les expériences de Kundl sur les
fi

dans un tube de verre contenanlt une [mmllw: im|m|1m];|ft eurent

gures acoustiques produites par les vibrations d’une masse d’air
été édlendues par cet habile expérimenlaleur, avec le concours de
Lehmann, au cas d’une masse d'eau, qu’elles eurent été répélees
avec précision par Dvorak, on fut en présence de données quanti-
tatives suffisantes pour donner lieu 4 un contrdle d'explication.
Une théorie mettant en 1551!1_.‘ I’élasticité de la EJ:H“CI]. la L'l'HII]II't_:F'-'E—
bilité da fluide, les dimensions du tube, fut édifiée par D.-J. Kor-
ll'_"l'tl-f{_';_‘
B

veut éludier le phénomeéne bien connu sous le nom de coup de

et rendit compte d'une grosse partie de I’écart observeé.
| £ l

génieur hydraulicien enfin a A traiter notre probléme s'il

bélier, qui se produit dans les canalisations de distribution d’eaun
en causant parfois des aceidents regrettables, provoqué par toute
variation brusque de la vilesse d’écoulement et, par suite, de la
pression. La formation des coups de bélier dans les grandes con-
duites d’alimentation des usines hydro-électriques compligque exirée-
mement la régzulation des turbines, et la nécessité d'obtenir des

régles pratiques concernant Uinstallation de ¢es moleurs a atlre

depuis quelques années l'atlention sur la 4|uu.~'-l'|m1, au point que
I'Académie des Sciences a propose comme sujet du prix Four-
neyron en (glo « I'étude expérimentale et théorigque des effets des
coups de bélier dans les tuyaux élastiques ».

Le probléme se rattache & trop de disciplines différentes pour

n’avoir pas recu de nombreux essais de solution, tant au point de

Ve Lin_'-.uriquu qu’au point de vue t".!(|_u_".l‘]iIl[}il'lil|. Mais les travaux

qu'on lui a consacrés, écrits en toules langues, ont é1é entrepris
isolément, chague chercheur ignorant les Lentalives de ses !n't-,-:l(-—
cesseurs : anssi telle formule d"Young est-clle attribuée a Résal:

telle autre de Korteveg, retrouvée par Joukowsky, porte le nom
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INTRODUCTION. VIl
d’Alliévi; telle autre encore du méme physicien a é1é donnée a
nouveau par M. Boussinesq; J. Moens fait un effort considérable
pour déduire de I'expérience et de considérations semi-théoriques
un résultat qui n'est pas distinet de celui d'Young; H. Lambs
refait &4 sa -maniére un travail de Gromeka.

Dans ces conditions, Jat pensé qu'un tableau d’ensemble des
résultats acquis dans une si difficile étude pourrait rendre quelques
services (). Je présente ici cet historique qui a été aussi pour
moi le moyen de metire en évidence des lacunes dont J'al essayé

de combler quelques-unes. Les contributions personnelles que

Jaurai a apporter seront résumées dans la conclusion de ce

Mémoire,

(') Toutefois je n'ai 5 voulo, 4 cette ocecasiuon, écrire une monographie, ni
meme établir Ia bibliographie de la sphygmographie : les spéeialistes savent bien

ol les trouvyer.
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ETUDE

SUR LA

PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

DANS LES TUYAUX ELASTIQUE

I. — L’Essai de Léonard Euler (1775).

Euler a, le premier, essayé de soumellre au caleul le délicat
probléme de la propagation des ondes pulsatiles dans les artéres
en mettant en compte U'élasticité des parois. Malheureusement, de
son manuscrit sur ce sujet, quelques fragmenits seuls nous sont
parvenus, insérés dans ses ceuvres posthumes ('); ils commencent
au paragraphe 15 qui, vraisemblablement, suivait la justification
de l'établissement d'une importante relation estimée depuis
inexacte; il serait déplacé de prétendre apprécier ce point essen-
tiel, réduit qu'on esta des conjectures & I'égard des considérations
qui ont guidé auteur, 'indécision entre deux formes de cette
relation portant cependant & croire i linfluence de raisons de
simplification analytique.

Euler admet I'incompressibilité du fluide, traduite par I'égualion
de continuité 4 densité constante: il fail "hypolhése du parallé-
lisme des tranches, c¢'est-a-dire qu’il suppose que Loutes les molé-
cules d’un troncon élémentaire de la colonne liquide prennent
des vitesses équipollentes suivant 'axe de la colonne, sous I'in-
ftuence du choc cardiaque ou de I'impulsion produite 4 I'une des
extrémités de la colonne. Le tube est d'ailleurs horizontal, de
petit diamétre, et la pression aux divers points d'une section nor-

(') Leowmanpr EuLERI Opera postuma, mathematica et physica, anno
MDCCCXLIV detecta gque  academise scientiarum Petropolitanz obtulerunt
ejusque auspiciis ediderunl auétoris prenepotes P.-H. et N. Fuss. Petropolo,
1863, Tomus alter; YIXIIL. Principia pro motu sanguinis per arterias deter-
minando [Exbib. 175, dec. ar] ( FI. 814-8a3 ),

Droits réservés au Cnam et a ses partenaires



http://www.cnam.fr/

2 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

male est censée ne recevoir, du fait de la pesanteur du fluide, que
des variations négligeables; autrement dit, le liquide est regardé
comme dL"E‘N-HlI'\'ll iiL'. tJL'Sal]tf'”l'.

Si & est l'abscisse d’une section normale, s Paire de cette section
a instant ¢, u la vitesse longitudinale i lravers cette seclion au
méme instant, p la pression correspondante, o la densité dun
fluide, les deux premiéres équations écrites par Euler sont

a5 o us)

R PR o

ot o 4
o oLk amp
—_—e e .‘F.. = 0
di o Y da

in ce qui concerne l'action de la paroi élastique, elle est
considérée comme produisant une variation de pression par dila-
tation annulaire; autrement dit, le tube élastique est supposé
formé d'anneaux i uxtaposés, sans actions mutuelles les uns
sur les autres. Soit ¥ le maximum, variable avec x, qu’atteigne
l'aire d'une section s, fonction de # et de ¢; Euler admet (') que
l'on a, soil

SOIt

p=c ]4“,:5

2 . s e oww
¢ étant une constanle ; ¥ est la valeur de s (.|L1‘dl'lf.J. = —oa. N1 l'une

ni 'autre de ces relations I:]..L"!hl d'ailleurs conforme a la réalité des
faits, comme on le verra par la suite.

[l reste 4 traiter analytiquement le systéeme des équations obte-
nues, el Euler, aprés quelques tentatives infructueuses, y renonce.
« Cum auwtem nulla Provsus Uit patedat talem resolutionem

(') Voici les termes d'Euler: « Recordandum est, certam dari relationem,
inter pressionem p et amplitudinem s, pro gqua assumsimus hanc formulam

P

=5
Guan tubus tn L e.,rpar;ﬂ.{i'r' potest, it ut £ sil tanfum f{tn{.’iic) .r'p.ﬁ.fus O varia-
bili X neuwtiquam pendens. » L'auteur désigne par 5 Pabscisse de la section Z

et par X une variable équivalente au temps ( fnvestigatio formularum pro moti

5 z = iy 3 : s
=2 vel etiam p=c¢ Log. R ubi £ denotat maximam amplitudinem ad

Auidé per tubos elasticos, § 39).
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DANS LES TUYAUX ELASTIQUES. 3
perficiendi, heecque investigatio vires humanas transcendere
sit censenda, hic wtiqguetsto labori finem imponere cogimus (V). »

Son impuissance avouée, le grand géomdtre lermine son essal
||i]l' cCes I".""f".\i.f:lllﬁ 1"1'_‘“ l‘.]ll:f'”f'l'ilg'l'-i'l.lllff.‘G IH"“T.' lt.'ﬁ "-II‘.‘["*'-EI".I]I'.‘;- i‘nr‘i(!u?;
des problémes de la Philosophie naturelle : « In mote rgitur
sanguints explicando easdem offendimus insuperabiles diffi-
cultates, quee npos impediunt omnia plane opera Crealoris
accuratins perscrutart, ubi perpetuo multo magis summam
sapientian cum omnipotentic conjunctam admirari ac vene-
rare debemus, cum ne summum tngeniwm humanum vel levis-
stmee vebrille veram structuram percipere atgue explicare
valeal (o

Ll fallait un r_‘.:‘ipt'il. maoins ;'z—['ml'i:_ll'i.-:l.i:! que celur d'Ealer, familier
avec les habitudes analogiques et inductives de la Physique, pour
créer une théorie du pouls, dont une premidre zqriu'uxint:iliun
fut donnée par un physiologiste el physicien anglais, et déduite

des Principia de* Newlon.

II. — La formule de Thomas Young (41808).

Le [n‘(—:lnif't‘ résultat Fll‘tlf[:;.-i concernanl nolre HlijCl. a ¢Lé obtenu
en 1808 par Thomas Young et se trouve inséré dans un travail
[I‘i!ll.l'(]*ll]l:—liflﬂ :\I 11 TLe E'.‘._Jl'llli_"rf,‘l'll_:{_' :l(:afllj‘nl;f[llc SUur I!’,-‘i r[‘]l]('li{:lll_'i [lLJ
cceur et des arteres, travail dans lequel le savant physicien se pro-
pose d'examiner les principes mécaniques de la circulation du

sang (*). La partie la plus intéressante du Mémoire en forme le

|'};‘u"¢'|gr‘.’qp!n’ 3. intitalé : f;‘,l" the .P.r'r'J‘,Uf.rl_:;'(;.f('r_m. {J';"' e !r}z;..luf.ﬁ'r?
through an elastic Tube.

La [:t't_;;na.:__‘:iltiul'l des ébranlements dans un fluide t'.-fu.-ar_iqn{'. soit
indéfini, soit enclos dans un tube 1‘-;_;'i1_1|_'.. était chose connue
I"idée d'Young fut d’en transporter la théorie au cas d’un fluide

Gy o, ol NI
(2) Loc. cil., § 4
(%) Hydraulics Investigations, subservient to an intended Croonian Lecture

on the Motion of the Blood, by Turomas Youwe, read may 5, 1808; Croonian

Lecture on the functions of the heart and arteries, by Tuomas Youss, read

nov. 10, 1808 ( Philosophical Transaction ”.f the royal }-’n:‘:'r_'.l:“;-’ of London, 1808,

Part Ti, p. 164-286; 18aqg, p. 1)
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4 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

incompressible eneclos dans une parai élastique, en faisant jouer &
I'élasticité du tube le role de la t:(:mj:rc*ﬁﬁilri]it{: du fluide,

in particulier, dit Young, le raisonnement qu’on emploie pour
déterminer la viltesse de propagation d’un ébranlement & travers
un Muide glastique (') est applicable au cas d’un fAuide incompres-
sible contenu dans un tube élastique, en fixant la grandeur du
module d’aprés la corrélation qui existe entre la wvariation de
]:1‘1:sii1;11 el la dilatation du tuyau.

Soient R le rayon du tube & I'état natarel, R —— » son rayon sous
'influence de la pression due 4 une colonne du liquide de hauteur /.
Supposons la nature de la paroil telle que sa tension varie propor-
tionnellement & 'allongement unitaire de sa circonférence. Si E
est le coefflicient d'élasticité de la substance :|i|i constitue la paroi,
le rayon, de valeur R 4 PétaL naturel, prendra la valeur R + r
sous |"influence d'une tension elastique l_'I%- La tension totale sur

une section diamétrale d'une portion du tube (supposé de faible

épaisseur @) de longueur é

e .
ile 4 'unité sera E R 2a, el la pres-
sion unitaire correspondante sur les parois du tube aura pour

-« I A - - -
valeur E A e ; celle pression sera celle que |]1'{}dull‘.'-ul une
B a(R—4+r)

colonne liquide de hauteur
E rea
- 0 O P o
pge R(R—+r)

S1 la lex de proportionnalité était valable pour toute valeur de
la dilatation, celle-ci serait infinie lorsque la hantear de la colonne
aurait pour valeur

E o

pg R

By =

Je dis que la vitesse de propagcation (%) d'un ébranlement

-2 L dtant le modale d'élasticité du fluide

(') Gelte vitesse a pour expression 1‘ &
et p sa densité. Elle a été obtenue par Newton ( Philosophic naturalis principic
mathematica, Prop. XLIX ; Prob, XI; Cor, 2 : Datis medii densitate et vi elas-
fica, invenire velocitatem pulsuwm).

(*) Je citerai les termes mémes d'Young : « /f the nature of the pipe be such
that its elastic force varies as the excess of ils circumference or diameter
above the natural extent, which is nearly the wsual constitution of elastic
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DANS LES TUYAUX ELASTIQUES. 5
est la moitié de la wvitesse acquise par un grave tombant
librement de la hauteur fi,
/Ea

2 R 2

1 —
W= - ||,-"'y_1|'.ﬁ| ou o=
-

En HE]]'L dans la formule de ‘\_I_’:'\.'\'lf_'l“] ]i_‘ moduale &£ est le t"‘{|1!pc_;]'|

d’une variation élémentaire de pression en un point du milieu a la
variation unitaire de volume correspondante, en sorte que si, dans
un tube rigide rempli d’un fluide élastique, un trongon de longueur

A se raccourcit de 6 sous 'influence d'un accroissement de pres-

ston I, ona & —=1I: Cela étant, considérons le cas d’un tuyaun

[=] O

élastique rempli d’un uide incompressible, en admelttant, comme
le fait implicitement Young, 'hypothése de I'indépendance des

anneaux du tube. Si, sous I'influence d’une variation de pression 11,

le rayon B etla |IJ11|'_:_I'IEIII‘ A dun troncon du Huide deviennent res-

pectivement R 4+ et A — 8, I'incompressibilité du fluide entraine
= P J : .
1— < ) B ) ==1, ou, eu égard i la petitesse de & et de »,
§ y

B 0~
[P
ey
—.
=
{
L
I

r . ’ " i 6
— 2 F ?'l‘l:'tl!"!‘.. tl éi]_}]'l_'j ce |’||l on a yu lilll.‘i |I£!1I|., |:i varmmtion l_] e
i

]'U'e.-s.-sin.rn {.‘upable de !}!‘['}I'IIJI.T‘L' une dilatation » du rayon R, a pour

. » & Ea :
valeur I = E R v 3 STR o' ©Ou encore, a cause de la
. i 5 Ea & h
R e Ll e ) R i e g Y R b - ]
petitessq de r vis-a-vis de R. Il = R e T e Mo (qu une

méme variation de pression II produise un méme rapprochement
des bases de la tranche dans les deux cas, il faul et il suffit que le

. " . y " 3 e i e . !
module & duo fluide 1.'I.'i:-1ltr{m". soit tel que c =g 2 .81 & est ainst

¥ 3

choisi, le mouvement des tranches sera le méme dans les deux ecas.

el en ]1-;:1'|i<:uii1-|' les vitesses de J-I‘r.mi:-'-lgalloll des ébranlements coin-

bodies, there is a cerifain finite height which will cause an infinite extension,
and the height of the modulus of elasticity, for each poine, is equal to half
its height above the base of this imaginary column, which may therefore be
called with propriety the moduwlar column of the pipe: corisequently the
r'l?fl'}{'f'{_'l' r’.',,'r an -'-f]‘FJJ'JH!r.\'r' i dl be fr:}‘f_,f s thal r;__rf' f } e'u’jcf_)-' __.I"rﬂ'.l'.f.l-!f‘;_r_ll'“f'ra.r.i‘.i the mo-
dular column. » La démonstration insérée dans le texte ne différe de celle
d’Young que par les notations; j'ai adopté le langage moderne et les notations

qui seront utilisées par la suite,
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; ¢ »

cideront ; leur valeur commune sera "’ —, (ui a pour expres-
Ll (1

si L4 = S
- EEr \"f 2 C. Q. F. D.

Soit H la hauteur d’'une colonne liquide capable de produire

= . 1 F iz a4
I'éclatement du tuvav; comme /i, > H, on a v > - v sl . Cette
" ! E

limite inférieure de la vitesse de propagation une fois trouvée,
\'t'mng en fit une :1|~f||]i:a4iul3 I‘lmm'.'l‘ir_“u; au cas oft le tube était une
carotide de chien pour laquelle Hales avait déterminé expérimen-

talement la hauteur de la colonne d’éclatement (supplémentaire de

la pression artérielle moyenne), H — 186 pieds anglais; il trouva
w = 54 pieds, soil 16™, jo par seconde.

TE-CHIn:'_"' ne 5 fll'[}l'll)f\:l ITH"- (ll_‘ mesurenr l"-;in"l‘illl('ﬂté‘lli".f'l'lﬂ]lt lﬂ
vitesse de propagation des ondes, bien qu’il fit 'inventeur de la
méthode d’inseription chronographique dont Marey et son école
tirérent parti plus tard pour cette détermination, et c’est en Alle-
magne que fut fait, par des moyens trés rudimentaires, le premier

essal de mesure.

III. — Les expériences d’Ernst-Heinrich Weber
et la. théorie de Wilhelm Weber (1850).

Au point de vue expérimental, dés le xvi® siécle, Euler se
préoccupa de représenter schématiquement le mouvement circu-
latoire et ondulatoire du sang dans les artéres en enfoncant pério-
diquement de 'eau avec une pompe dans un tuyau élastique, mais
il abandonna son projet, I'estimant incapable de conduire 4 aucun
résultal important. L’idée fut reprise par E.-H. Weber (*) qui cons-

('} Nous montrerons ultérienrement que le mode de raisonnement d'Young
serait exactement applicable au cas ol 'on voudrait tenir compte de la compres-
sibilité du fluide et donnerait la formule obtenue soixante ans plus tard par
D.-1. Korteweg (voir p. 8o).

(). E.~H. WEeBER, Ueber die Anwendung der Wellenlehre auf die Lehre
vorm Kreislawfe des Blutes und insbesondere auf die Pulsliehre ( Berichie dber
chen Gesellschaft der Wissenschaften
¢ reproduit

die Verhandlungen der Kdnigl. Sdchsis
s Leipsig; Math, phys. Kiasse, Jahrg. 1850, p. 165). Ce travail a €
dans les Areliéives de Miiller, 1852, p. g7 il a é1é réédilé en 188y dans la collec-
tion des classiques Ostwald ( Ostwald's Klassiker der exakiten Wissenscha flen,
Nr. 6) par M. v. Frey.
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truisit un dispositif connu sous le nom de schéma de la ecircula-
tion, simulant avee ingéniosité et clarté la facon dont s’effectue le
mouvement du sang. [Un intesun de chiévre, courbé et refermé sur
hui-méme, forme un circuit continu rempli d’eau ; en deux points

voisins de 10°™ environ sont disposées deux soupapes a et b ouvrant

Fig.
Pt e
Yo | _
[ \
L\ |
™
\\ e — _//

dans le méme sens, et, diamétralement opposée, se trouve une

éponge ¢ [1u'rm a fail pl‘éulal.;h:]m—!nl pénétrer avec frottement.

L’espace ab représente 'agent d’'impulsion du liquide, le ceeur ; les
soupapes « et b sont les valvules; le demi-circuit ac simule le sys-

téme artériel, ]lt."-iﬂ.mgt: ¢ le résean i.':FiE}l'“;-'li e, le demi-circuit b le

systéeme veineux. On comprime et reliche alternativement, d'une
maniére réguliére, la portion @b du tube; 4 chaque compression,
la valyule @ s’ouvre et & se referme, le sang est projeté dans les
artéres; a chaque relichement, a se ferme et b s’ouvre sous la
pression du sang veineux dont le régime est uniformisé par suite
du passage dans les capillaires. Ce schéma est d’ailleurs devenn
classique dans I'enseignement de la physiologie.

La question qui nous occupe est I'étude do mouvement du
fluide dans la région ac, dans iﬁ.[]m_:| E.-H. Weber tiiﬂlinguc avec
sagacité le mouvement de couranl regardé comme déplacement de
miusse et le mouvement ondulatoire regardé comme déplacement

d’'une forme, ce dernier élant la cause du pouls artériel.

L'anteur de ces recherches était 'un des (réres Weber, de Halle,
qui, dans leur célébre Ouvrage intitulé : Science des ondes fondée
sur expérience (') et publié en 1825, ont établi, sur d’impor-
tantes observations des mouvements des particules en suspension

l]ﬂl]‘.‘- |.f?'=lll._ l{’.ﬁ I_]l'il'lf‘if:f"h’ d!’. ].’t Illl_il’_]l‘il_’. E_I{!:"i mouvemenits I!IT[!IIIE[—

(') Wellenlehre auf Ezperimentie gegriindet, oder iiber die Wellen trop-
barer Flissigheiten mit Anwendung awf die Schall- und Lichtwellen, von den
Briidern ErnsT-HEINRIcH WEBER und WiLnELM WEBER; Leipzig, 1825,
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toires des liquides incompressibles 4 surface libre, telle qu’elle est
passée, a la suite d'un important Mémoire de M. Boussinesq ('),
dans 'enseignement de I’Ecole du Génie maritime (2). Dés 1827 (),
E.-H. Weber s'était appliqué a utiliser les idées développées dans

ce Livre et a les étendre 4 la théorie du pouls en laisant entrer en

compte ’élasticité des artéres. Son étude, poursuivie irréguliére-
ment [N!Ild:inl ‘.'ilt;_,;l—t‘,iIHI ans i;‘:;l.. fut résumée dans un Mémoire
imporlant, estimé encore aujourd’hui au point d’avoir figuré un des
premiers dans la collection des Classiques Ostwald.

Aprés une explication sommaire de la maniére dont une onde
peut se propager dans un tuyav élastique, qu'il emprunte i
H. 1"I'E'_}' (%) et t|lli est trés :lTlitit.rg’llC i la théorie de la pt't)p:tgzit.iq_'nn
des ondes sonores dans les tuyaux rigides figurant dans les Traités
élémentaires de Physique, Weber indique que ces apercus peavent
étre précisés sous forme mathématique et annonce une Note de son
fréere Wilhelm Weber dont il sera :'1uestic-n f:iuﬁ loin; ]niEﬁ il se
propose de déterminer expérimentalement la vitesse de propaga-
tion d'une onde dans un fluide incompressible an repos remplis-
sant un tuyau de caoutchoue vulcanisé.

Prenons un luyau en caoutchouc, trés |-:115_. fermé 4 ses extré-
mités et contenant de 'eau. A I'extrémité A comprimons le plus
vite possible le tuyau sur une longueur déterminée (par exemple
en écrasant sur une table le bout du tuyan au moyen d'un Laquel
de bois) ; le volume d’ean () contenu dans la partie sous-jacente
du tuyau, au lieu de se répandre lentement dans le liquide de facon
a dilater le tuyan d'une tres Jlelil.e qu;-lutit:_'! constanle, [#I‘I'Illllil':l en
avanl duo laguet une intumescence de volume égal a (), t'iui trans-
mellra son mouvement aux |1a|'lie'_'.-a voisines en se transportant le
long du tube avec une célérité qu'on va déterminer et un profil
d}if][ﬁll‘i_‘ﬂl.‘(t invariable. Ceite onde, dite pr:-,q.r'{,.r}-.r?, se réfléchilt

d’aillenrs a I'extrémité B du tuyau et parcourt la longueur de

(') J. Boussingsa, Theorie des ondes liquides périodigques [ Savants etran-
gers, t. XX, 1872 ( pour 186g)].

(*) J. PoLrary et A. Dupssout, Theorie du Navire, t. 111, p. 46 et suiv.

(') Programma editum Lipsize, d, XX mens. nov. 1827: De utililate parietis
elastict arteriarun.

(1) Pe pulsus resorptione, audite et taciuw; Lipsie, 1834

(*) H. Faey, Ferswuch einer Theorie der Wellenbewegung des Biutes in den
Arterien (Milles’s Arehiv, 1843, p. 16g).
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celui-ci, alternativement dans les deux sens;, un grand nombre de
fois, avee un lent amortissement de la célérité et de la saillie.

_J‘LL] Ii[_:'ll fl"l]llt_! Il]1t,ll1'l':|f3r'~("{'![lf:i—?, 01 P(_’:!'H ]j]‘dii‘iltil‘c une fill"[ll'l"._-i_‘-'-.ll"ll'l Li‘._'

forme el de célérité constantes qu"m: EJl'J]H'.‘“{'.‘ onde négative. .-'\]u‘f‘.‘:
un temps suffisamment long, le tuyau soumis a la précédente expé-
rience prend un diamétre constant., Qu'on vienne alors 4 soulever
aussi l'al‘rii|f=[m%11! que I'bo.-i.‘-',”:[t;‘. le L:1c||u'!1. par |t’!t[u|'| Mextrémité A du
caoutchouc était comprimée; le iquide della partie voisine du tuyau
se préeipite alors dans la région vide ; une dépression se forme, qui
se propage vers 'extrémité B da tube. Pour que cette Exl:nll'il_‘lltu
réussisse, il importe que les parois du tuyau comprimé ne restent
pas adhérentes, et 'on doit avoir soin & cet elfer. de ne r.'lt'-pa%.-:'er
guére, dans la compression préalable, la moilié du diamétre inié-
rieur du tube. L'onde négative se propage de méme que l'onde
positive, mais avec une persistance moindre.

Cette production d'ondes est trés analogue 4 celle des ondes
solitaires, engendrées dans un canal rectangulaire 4 ean stagnante
par une projection d'eau unique et rapide et qui ont fait 'ohjet en
'\Il:_{'lt:‘.ltﬂ'l'ﬂ. dés IHQ’:.', de recherches L‘.x!11'!|'E]||::11I11|L?3-: trixs L‘.(_1|i||1|f!|e'!.~i
dirigées par John Scott Russel (').

Pour noter les dilatations et contractions subies par le tuyau an
moment du passage de ]'uur_le._. déformations d'ailleurs trés fi(’.'“.l‘."-..
Weber disposait au voisinage de 'extrémité B du tube une sorte de

balance a bras inégaux, trés légers, dont I'un était terminé par un

Fig. .

(W

vy

11

-

AN

R T
s b s

fil de fer, Aprés avoir établi 'équilibre dans la position horizontale
au moyen d’'un petit contrepoids placé en b, il faisait reposer, par

'} Le rvapport relatif & ces expériences a été wraduit en francais et inséré en
1837 dans les dnnales des Ponts et Chaussees.

Droits réservés au Cnam et a ses partenaires



http://www.cnam.fr/

(e ]

ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

Fintermédiaire d'un erochet, le bras le plus court sur la surface du
caoulchoue qu'on apergoit en coupe en «, et il observait le mou-
vement du long bras devant un are gradué, soit al'ewil nu. soitavec
une lunelle,

lJf’!.‘\ li‘".l”l:l.‘\' l:‘[“i':'”l ||“.'-""'|.|r‘-f’3'i R I]'l':'_\-f:fll 11:“]1 l:i”'l?[ll:)[]'ﬂ;:!I'l' l].i:ll'l nanl
les 7 de seconde par battement, et permettant l'estime du dixiéme
de battement. Enfin, en fermant le tube par un robinet qu'on pou-
vall metlre en communicalion avee un tube lngln(nné[:-ic]1|:_'_ 1l étail
aisé de donner au liquide telle pression connue qu’'on voulait.

E.-H. Weber produisait I’'onde en A, 4 un battement déterming
du chronométre, et son aide, Théodore Weber, observait i I'explo-

rateur, en B, l'instant de la dilatation maxima aprés un parcours

égal & une, Lrois, cing, ... fois la longueur du tuyau. Chaque détermi-
nation étail répétée cing fois, avec une maniére de produire I'onde
estimée anssi ilJi_'litif]m- a4 elle-méme que possible, et l'en rn-f_-.nuii
la moyenne des cing évaluations pour chacune des mesures. Voici
le Tableau des résultats obtenus par Weber dans les deux cas o
il a expérimenté. Dans le premier de ces cas, la pression était de
8= d’eau, la longueur du tuyau avait gfizo™ le diamétre exté-
rieur .'5».3"“'_..‘)7 |'|_’-.|1:|J'.-'-;u_-||[‘ de la pul'ﬂi g e dans le second, la pres-
ston était portée a 3™, Ho d'eau, la longueur du Luyau étant devenue

g860™™ et le diamétre élant dilaté a 4 pm=

TN
NOMERE DUREE DE FARCOURS DE LONDE
? e —
positlve,
|
Premier cas (gGao™™),
Niovivay 0,744 @,968
& Ve M & 5 T
5 e 2,108 = 0,74 +2 0,7 %, 520 = 0,963 9520276
| DT A 3,768 =12, 168 4 2 < o, 800 s P00 = % 5090 - 2 > o,840
Deuxidme cas (g86o™™).
, Er o O o, 8oo | o' 8a0
B 2,664 =0,800+230,9% | 2,736 = 0,800 2 3 0.058

Malgré des divergences singuli¢res et presque systématiques, la

célérité paraissant diminuer pour augmenter ensvite dans le pre-
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mier cas, sans aucune observation t'!‘ilii'flm. Weber |}1‘ii les moyennes
des résultats précédents. Ainsi la premiére série relative 4 l'onde
im:-eili\e donne une durée moyenne de o, gk seconde pour un par-
cours de U"'..!‘!-e.c:, ce d|l1i t.':J]‘1‘€S|1d‘.lm| a4 une vilesse de pl‘-:lulg__ruliml
de 12™,80 par seconde ; dans la seconde série, 'onde |1u.~'i|'[\'P a
une célérité de 11™, 4o.

Weber expérimenta aussi sur des artéres détachées de 'orga-
nisme et considéra encore le cas de la propagation d’ondes dans un
courant fluide, mais pour ce dernier point, les chiffres et détails
manquent. Le Mémoire se termine par quelques apercus sur 1'in-
luence du frottement de la |Jitl‘|_:i sur le ralentissement des ondes
|1|_|L~',-i[]|r-~~', mais la aussi sans résaltats (In:lnlilnl.i['ﬁ.

« Nous n'avons fait, dit Weber (loc. cit., p. 182), ancune expé-
rience sur l'influence du diamétre du tuyau sur la vitesse des ondes.
Mais on déduil de la théorie que cetle vitesse est, toutes choses
égales d'ailleurs, d’autant plus grande que le diameétre est plus
petit. » La théorie dont il s’agit ici est celle esquissée par son frére,
W. Weber, i laquelle il a été fait allusion plus haut; bien qu'an-
noncée comme devant faire suite au Mémoire de E.-H. Weber, et
quoique une figure s'y rapportant ait éLé gravée sur la planche de
ce Mémoire, la Note de W. Weber (') n’a été publi¢e qu’en 1866,
retrouvée aprés sa mort par son frére dans ses papiers.

Soit o la densité du fluide incompressible, r le rayon du tuyau
dans la section d'abscisse z traversée a l'instant L avec une vitesse ¢,
p la pression dans cette section. Dans le temps dt conséculif a
I'instant ¢, il passe 4 travers cette section le volume ]]L|Llir.|i.:
wricdt, et a travers la section qui en est distante de da, le volume
nricdt 4+« L—:—-Je (ric)dz dt; il en est, par suite, resté, dans la
tranche limitée par ces deux sections, le volume — "LE- (r2e)dndi;

comime I’migmenL;ll.iun de volume de cette tranche pendant le temps

o . .
dt est = (mrd) dt dx, on a la relation

dlrte) or®
{r) — e e
' ax ot

1)

WiLRELM WERER, Theorie der durch Wasser oder andere incompressibele
Fliissighetiten in elastischen Rahren fortgeplanzten Wellen (Berichte der
Gesellschaft der Wissenschaften su Leipsig : Math. phys. Ki.; Ban d 18,

6 movembre 1866, p. 353-357)

)
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A cette équation nous Joindrons 'équation d’Euler relative au mou-

vemenl longitudinal du fluide

W. Weber simplifie ces deux équations en admettant d’une part

5 . . i TR ar -

que les variations de Fsoient tres minimes en sorte que ¢ o= soul
o

Al ) e .
négligeable devani » =<, et, d

utre part, en convenantde regarder

o
oo " 5 ] : e e * : .
C comme du second ordre vis-a-vis de v, Il vient ainsi
> ag .\
de 218
(1 —_—— - = =,
da oot
e 1 vp
{2) — - — =,
ot 5 i

I’hypothése de I'indépendance des anneaux ¢lastiques est admise,
A un accroissement de pression P correspond une dilatation radiale
déterminée £; Weber admet que le rapport 7 = 4 esL constant,
par application de la loi de Hooke : U/t tensio, sic vis. et il sup-
pose que cette constanle & est préalablement déterminde pour le
tuyau expérimenté. Si dr est la variation du rayon corrélative
d'une variation de pression dp, on a dr = f dp ; d'otr, en passanl
d'une section i la voisine,

AR

A
oxr dar
L’équation (2') devient dés lors

e 1. O
) — = — =y,

ot kp ox

Eliminons ¢ entre les équations (r') et (2") en dérivant (1") par
1 L \ ;

rapporl & £ et ( 2”) par rapport 4 x; I’équation obtenue.
\ I Pl ; 1

(') Ce dernier point est admis implicitement par Weber qui semble confondre

.

la dérivée totale de e par rapport a £ avec sa dérivée partielle (loc. cit., p. 35 ¥
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est écrite par W. Weber

(W)

Rt ImBh o . soliveable 1 e R L ] TR
supposant impheitement néghgeable le terme en ( ] i vanl
ot 5 : A M

pr et admettant enfin que r esl sensiblement L';:'ct] AUl rayon ini-
[ = “

1
-

tial R du tube (1), Silon pose

I'équation (W) a pour intégrale générale
-~ .,'l-_._!‘ —tdf ) == g ad ),

J et g étant des fonctions arbitraires de leur argument, et définit
un mouavement ondulatoire de vitesse de propagalion w.

La constante 4 esl déterminée par Weber a 'aide d’une i"?".[!*._"—
rience directe.

L auteur illustre cette théorie par une e|||-p|i+';|l|'r_:31 nllulrlriiIuv S

une 1_‘\;[34"[';1'11:'!: I.[‘-'-rilt':i'_' (2" eas). Ona R = 16™ 5: 3 one |_']j;i|:'z'_:'1’;
de 3500"™ dleau correspond, selon lui, une dilatation radiale
Cim= . '_:1- x d'on

Pl Ny e S Fiige s

3300 > gBit 124 867 00

(unités : millimétre et seconde); le fluide étant de l'eaun, on a

p—=1, el la vitesse de ir]'u[]d'_".lliull par seconde a pour valeur
J:_- _.'r.lll,_-ll = [ o
0 = —_— =S — = 10035 mm :see,
a2 Ko o
La mesure directe a donné un r!r':]pl;n:mm_-nl de g86o™m an

0, 870 seconde, soil une célérité denviron 11255mm par seconde.
W. Weber attribue I'écart entre les deux nombres a la difficulié

d’estimation de = (amm, ::]- ) et dn temps de parcours (0%, 86,
Evidemment £ croit avec le rayon KR, etil doit méme croitre f]]']5

') Clest peat-étre parce que cette démonstration lui paraissait insuffisante que
W. Weber la conserva dans ses papiers, d'oii E.-H. Weber Uexhuma en 1866: la
Note parait d'ailleurs avoir été trés hativement rédigee.

B. I
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rapidement que R pour que 'assertion de E.-H. Weber sur l'in-
Muence du rayon soit exacte. De fait, si l'on compare la formule
s 2 : R
Il \. oung a I‘e“l'! al:_‘ \\- 4_'Ehtfl', on trouve e— —.
- Ee

'dil ",';'IIEI][‘ {]i' E Ii[ll.'l".][llli'l(‘ 1]:41!.‘1' |!_' 1'.’I].1‘-'II! Jl.l,'.‘|1. }Hl_‘_'\ correcte . on a

pris la variation du rayon extérieur en place de celle du rayon
intérieur, faute de pouvoir déterminer celle-ci; l'allongement duo
tuyau diminuant f'-}]mi.-g-:-:lrr, la valeur de = doit éire majorde, et
cela ne fuit qu'accroitre le désaccord. Clest un point sur lequel

nous aurons a revenir longuement.

IV. — Les expériences de J.-B. Marey (1875)
et les théories qu’elles provoguent.

En 1838, L.-F. Ménabréa (') envisage le probléme du choe
produit lorsqu’on interceple brusquement le mouvement de 'eau
dans un tuyau de conduite; il reconnait la nécessité de metire
en compte 'élasticité du tube et la compressibilité de Peau. En
usant de la notion de résistance vive d'un corps, il cherche a
déterminer I'épaisseur que doit avoir le tube pour gu’il puisse
résister au choe : a cet effet, 1l admel gqu’a un instant donné, toul
mouvemenl ayanl cessé, les compressions el les dilatations ont
atteint le maximum, et les lensions m‘u-l‘ﬁ&]n:lu]aullL'h se foni
mutuellement l"l]ll.il-l]ll‘i'. apres avoir ahsorbé la force vive de 'eau
an momenlt du choe. Cette maniére de faire ne saurait se ]i_?;;i—
timer,.

Vers celle 4"|1m[m'. Barré de Saint-Venant [:“:.1 s6 |r]‘l_"fJ-l_‘.L:Il|ri3il
du choe longitudinal de deux barres; les 1dées qu’il mettait en
ceavre auraient pu étre utilisées pour 'étude du coup de bélier; il
ne semble pas (ue persomne se soil linnlsli.‘s soucié des snnuin;_{iu;i
possibles, ni 4 cette époque, ni plus tard.

Il nous faut revenir aux recherches des physiologistes qui

) L.—F. MEnaBrEs, Note sur les effets du choc de Uean dans fes conduiles
{C. R. Acad. Sg., t. XLYIIL, 2 acit 1858, p. 221).
(2) Bamnk DE SANT-VENANT ! 1° Sur Uimpulsion transversale et la résistance
vive des barres (C. R. Acad. Sec.; 10 aodt 1857; g janvier, 1o aout, 3 juillet

>

t865; 15 janvier 1866); 2¢* Swur le choc longitudinal de deux barres (C, R.
Acad. Sc., 24 décembre 1866, 20 mai et 1o juin 1869, 30 mars 1868)
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s'étaient proposé d’'étudier la loi de variation du diamétre en wn
point donné d'une artére; cetle étude a constitué la sphygmo-
métrie on splhymographie.

Aprés on essai d'Hérisson, dalant de 1834 et dont le principe
sera repris vingt-cing ans plas tard, King, en 1837, eut l'idée de
fixer tnng:_’.]llie||t“:mﬁr|l a 'artére un mince fil de verre étiré a la
lampe : les variations du diamétre étaient traduites avece amplifi-
cation par les déplacements de l'extrémité dn fil. Karl Vie-
rordt ('), en 1855, substitua au fil de verre un systéme de leviers
dont le dernier inscrivait ses déplacements sur un cylindre tour-
nant & surface enfumée, et obtint les premiéres courbes sphy gmo-
graphigues conservant une 1‘r‘_‘}n‘1"~:|}nr;ili:m du mouvemeut pulsatile

en un point. L'influence des effets de I'ineriie était assez grande

4 cause de la masse notable des organes mobhiles., Marey fr;ir\-‘iul
i réduire cette masse au minimum et établit un appareil Irés sen-
sible qui ful longtemps classique, amélioré successivement par

Béhier, Burdon, Sanderson, Baker, Landois, Dudgeon.

En méme temps, Marey (%) se proposa d’établir un dispositif
pratique permettant d'inscrire sur un méme cylindre enfumé les
mouvements simultanés en divers points du systéme artériel, et il
revint & cet effer & I'idée du sphygmomeétre d’'Hérisson, sous la
forme que lui avait donnée Buisson. Ce dernier |ﬂ]l}'5i-p|u;'istn se
servait de deux entonnoirs conjugués dont un tube de cacutchouc
réunissait les bees; le pavillon de chacun de ces entonnoirs était
recouvert d'une membrane élastique. Si 'on exercait une pression
sur la membrane de I'un des entonnoirs, la membrane de Paulre se
Sfjnff?\:_lit par la &‘.OII'EE:!'L'.-;'Fim: de J.'.iilll‘ contenu eluns ]';1|1pgn'{_ril. A
cette seconde membrane était adapté un disque léger surmonté
d'une aréte qui soulevait un levier dont les déplacements de
'extrémité libre élaient E‘nl‘f‘g‘isll'i'rs sSur un :_'_\'iE]'l[Jl'c enfumé.
Marey substitua aux enlonnoirs de petites cuvelles ou petits
tambours métalliques de forme Lrés plate, prolongés latéralement
par un petit tube métallique qui s’ouvre a leur intérieur et s'adapte
d’autre part & un étroit tube de caoutchouc qui les fait commu-

V) K. Vienonpr, Die Lehre vom Arierienpuls, Braunschweig, 1855.

I
(*) J.-B. Maney : :° Annales des Sciences naturelles : Zoologie; §° série,
t. VIIL, 18385 2° Journal de Physiologie, . 111, 186o, p. 243 el suiv.
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niquer 'un avec l'autre. Il fit rigide et solide le levier actionnant
la premiére membrane, e¢xtrémement léger celul actionnant la
5"“:“|HIE_’. !l l_‘]ll'('gi‘;lril |Il! l'l'.l'll.".-.‘ su0r IH nll.‘.'!llll'} l'-}'l‘lll(]!'i_'— [f_'l“I'[l'.!lll.. ]{::t"!
\‘]IJI\']'ifJ[I.‘- [Illlll 51}"1' ]I(}T"il' !l'rll' 1 fiiflrl'{l‘ﬂ)[l :‘l mouvemenl enltretenu
électriquement. Cette idée, dont le principe est di encore a
Thomas Young et qui avait éié perfectionnée par Duhamel,
Helmholtz, Becquerel, Foucault, permit, en alignant les pointes du
slyle et du levier sur une méme géndratrice du eylindre, d’estimer
le temps séparant les inscriptions de deux états du levier enregis-
treur {sauf de minimes erreurs d’excentricilé 4 corriger).

En posant simultanément les leviers récepleurs sur l'aorte,
'artére carotide el 'artére fémorale d'un cheval, .‘i[ur‘c:ﬁ rendit
évident par ses diagrammes le retard du pouls de 'artére [émo-
rale sur celuil de la carotide, de celul de la carotide sur celui de
l'aorte, et eslima ces retards : s'il efit-été Jn'l.‘-;railliqr de déterminer
r-[‘_"- ||'H.it‘[..‘_5 enlre ll-‘H ['I‘[};[ll.‘i 1I.E]iifilli |IL'_"':' l‘{}nf';l[t"ul'.‘i. ;1 ﬂ‘l‘ll"di[ l‘}hLL‘I]I'
une premiére approximation de la vitesse de propagation des
ondes pulsatiles. Son ingénieuse mise en ceuvre d’idées connues
fut adoptée par les physiologistes pour mesurer cetle vitesse, et
méme pour examiner U'influence du diamétre, de Uélasticité de la
paroi, de la densité, et méme de I’énergie des ondes : les essais de
Donders, Rive, Valentin (') sont a citer. Mais, malgré la variété
des aJi;-Llpnsili['ﬁ réalisés et 'habileté des cxIu?rinlentaLmlr:‘-, nomns ne
pouvons citer ancune expérience dont les conditions soient bien
définies numériquement.

Marey lui-méme reprit la question et, laissant de coté les phé-
[I[']]]!ll'.]'[l_',‘j- 1_|l_'. lil l_'i]'(;l]l;l',"l(,]ll E]U .'i:ll]H'.| s II]iF_ i:i (L8 l‘ec]n’?l‘{‘,llﬂl‘ f._i_‘:'llll'i-'.‘_;
quelles lois se propage le mouvement des liquides dans des tuyaux
élastiques assimilables aux vaisseaux arlériels ». La grande publi-
cité donnée & son Mémoire (*) eut aun moins pour résultat de
I]i‘[l\'{]l‘ll(‘[' I)Ill!‘,’-ll('.lli"i lravaux,

Un tube de caoutchouc, |1|'al.‘.é horizontalement, est l't‘.lli]l“ de

(1} Doxpers, Physiologie der Menschen, 185q, p. 79. — Rive, De Sphygmo-
graaf en de Sphygmog-curve, 1866, — VALENTIN, Versuch einer phys. Patho-
logie d. Herzens im Jd. Blutgefiésse, 1866, Leipzig, p. 136,

.|-'_| Physiologie experimentale (Travaox du laboratoire du Professeur Marey )
t. L., 1895, Mém. II1 : Mouvement des ondes liguides pour servir a la theorie du
pouwls, p. 87-121. Ce Mémoire a éteé reproduit dans le Journal de Physigue, 1875
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liquide; une de ses extrémités est adaptée & une pompe, Pautre &
un ajutage d’éconlement qu’on peut fermer. 1l traverse une suite
de six explorateurs identiques, distants d’axe en axe de 20™ e

dont la di-xpr)-:i!im: est marquée par la coupe ci-dessous. Une caisse

rectangulaire B, ouverte 3 ses deux bouts, livre passage au tube ¢

qui est serré entre deux demi-gouttiéres nu':l,;nlJiq]uu'_-s : I'inférienre

est fixée au fond de la caisse, 'autre a la membrane de caoulchoue
qui forme la |r:u-r':-i inférieure m d'une capsule T 1~p_r|J;1.|ic d'air. Un
mince Ltube de laison fait L'r::lllnluniqnf:t' celle capsule avec la
cavilé d’'uane 1“:4]r.~'~!||r‘ semblable dont la membrane actionne un
levier il‘lhi'I‘i[Jll'lJi'. Les six leviers Jll;ll'(||tr?]1l leurs traces sur une
méme génératrice d'un cylhndre enfumé tournant avec une vitesse
superficielle de 28 par seconde, --.Irruuuf__;]-ul'-]]E:_': par un diapason
a 5o vibrations doubles par seconde,

Le tube plein d’eau étant fermé, on enfonce brusquement le
piston de la pempe ; I'eaun refoulée s’élance dans le tube, donnant
une inlumescence IJI'[]I-L‘I-Flull:! suivie d'intumescences secondaires

1oe de 1'int umescence

qui tendent & s’éteindre rapidement. Au pas:
sous un explorateur, les deux demi -;::':ullis':)'es tendent a s’écarler ;
la supérieure, seule mobile, totalise la variation du diamétre et
comprime le tambour 4 la membrane :iualur_-[ elle est fixée. lLa
membrane conjugude subit un déplacement corrélatif inscrit pro-
portionnellement sur le cylindre.

Marey suivail sur les tracés le ||uint correspondant 4 la dilatation
maximum, ou a ce qu’il appelait le sommet de Ponde. Le lemps

p. 25; dans le Bulletin des Séances de la Socidte Srangaise de Physique,
18 juin 1855, p. g5-r1o02

J'ai fait rechercher dans le cimetiére d'instruments de 'Institut Marey si l'on
pourrait retrouver 'appareil employé par Marey; ce fut en vain : Marey avait
Phabitude de démonter les appareils qui lui avaient servi pour en faire dautres
avec les morceaux des anciens.
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séparant les positions de ce point relatives 4 deux explorateurs

successifs (dist

ants de 20°™) était en movenne, dans les diagrammes
1

el joints an Mémoire, de 3

de r‘-er‘frutil_‘_,_ ce r'!lli |H'II'|'-!1IE. la vi[t;.-_i.-,-'r_‘ IIL‘

déplacement du sommet & 10™ environ. Mais, toul en notant que

ce chiffre correspond & un certain diamétre et a4 une certaine
élasticité du tube, et que ces éléments fonl varier la vitesse,
Pantear néglige de définir le tube gu’il a employé.

A défaut de chiffres, Marey donne des conclusions qualitatives
dont nous allons résumer les [Jr'itlu_‘.i|::—niuﬁ,

La vitesse de transport d’une onde est proportionnelle a la force
Il élastique du tube; elle varie en raison inverse de la densité du

liquide employé; elle diminue graduellement pendant le parcours

de 'ende; elle croil aveec la apiditd fihilll]}lllhit)n du liquide.
L'amplitude de l'onde est proportionnelle & la quantité de
Ii<|nir1{_‘. tllii pénélre dans le tube, et a la hru:-it_[[u-ri:: de sa péné-
tration: elle diminue peu i peu }u_-ndunL le parcours de l'c:ndn_
Quand "afflux du liquide est bref et énergique, il peut se pro-
§ duire une série d'ondes qui marchent a la suite les unes des autres
et ont des :|m|1]il||cir_':1' g]';a[il]&:“(‘.lnrnl déceroissantes; de ces ondes
secondaires, les derni¢res formées s'éteignent les premieres,
Si, au lien d'introduire du [iljuic_h; dans le tube, on en retire an
contraire une petite quantité, il se forme une onde négative qui
) est soumise aux mémes lois que 'onde positive et peut étre suivie
d’ondes négatives secondaires .
Lorsque le tube dans lequel se forment les ondes est fermé on

sulfisammenl rétréci a son extrémilé, 1l se forme des ondes
J'r:i,r‘ftije.‘ﬂi'r-'.\' (ltli suivent mn trajet rélrograde et reviennent a i'r;ri;__;ini'*
du tube.

{4 Ces expériences comme leurs conclusions appellent de nom-
breuses critiques que nous ferons ultérieurement (§ 15).

|FAlL ”Enl‘}' Iiésal (')se proposa aussitoL de jllsl.ilit:r par I.;mal|}'.~}u une

partie des résultats énoncés par Marey; il le fit dans une Note trés

kl bréve on il établit élégamment, et en précisant les hypothéses, le

I'E:‘r'-ll]lHl_ f]‘Y:_JII[]g r|u'i] Eg]’ll’}f‘i'liL

)
(') H. ReésavL, Sur les petits mouvemends d’un fluide incompressible dans un
A tigyaw élastique (C. R. Acad. Se., . LXXXII, 27 mars 18796, p. 698). Ce travail est

reproduit dans le Journal de athematiqgues pures el appliguees, 1876, p. 342,
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]Jl-?ﬁ'lgnnn-; par p, la ]n‘r--:'.sinrl exlérieure censée conslante ; w,,
B, la section eL le rayon du tuyaa 4 |'état naturel; p, w, vla
iFl'l;'ﬁ!:'EE'Jll. ]'r"i .‘-l“!L'lEl‘]ll et lil \ilf‘!‘i.‘ﬂ' l'.!‘”'l'l_“-'f'll:Il'lG_li_IlI[ ':1 I'Ll h’_’lrli_':”f_!ll'l1 5 '.I"_‘.
I'axe du tuyaun mesurée & partir d'une origine délerminée; p la
densité du liquide; e 'épaisseur du toyau; I le coefficient d’élas-
ticité de ce tuyau. Nous supposons que le rapport l—r.— soll assez
petit pour gqu'on en puisse négliger la seconde |-.|:i.~:.-.:m:-uc.

Assimilons les Em:'Liuu:: du tube comprises entre des sections
normales conséculives a des anneaux élastiques qui n’exerceraient
les uns sur les autres que des actions négligeables (en dehors de
cette hypothése, les complications paraissant presque impossibles
a débrouiller rationnellement). La pression inlérieure variable,
développée dans une section méridienne el rapportée a ITunité de

longueur du tuyau, vaut 2RB(p — pg); elle est tir{nilihr[‘ro par la

tension des anneaux aux deux bords, tension égale, pour chaque
bord, an [!I‘ﬂl’[ll“. du coefficient d’élasticité des anneaux ({h]n.i; le
sens de leur circonférence) par leur épaisseur et leur :!H:}ugem?[ll
relatif A.; on a donc

Ro(p— pos) = Eek;
el par suite

: 2 R
Lrd W= s+ 2mRy. Rgh = tuy | 1+ Jil,: {pi— L _.I—I.

Nous allons négliger : 1° la pesanteur, ce qui suppose le tuyan
sensiblement horizontal; 2° les termes de 'ordre de ¢2 et de ve.
L’hypothése des tranches donne la méme relation
dv L d9p

(2 e iUt i
¥ af I:, of
que si le tuyaun était indéformable.
Durant le temps dt, il passe 4 lravers la section w le volome
liquide we de, et a travers la section qui en est distante de ds, le
A wye)

T dt ds; 1l est par suite resté, entre les !;lans

volume e ¢ o8

o we) = o
fosr v, ol .ff.s quil a ,1]‘f,u'|11|'r,
os ? [ }

de ces deux sections, le volume

- “ s [T r

I'augmentation de volume —rﬂ"‘f eds. Nous avons donc
L)

dlww) o

T = dt *
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d’otl, en i|a"\'|'|up|mnl el avanl rard 4 la relation (1) alnsi 1{11‘.1-.|

degré d'approximation convenu

f_il..'.- :

ot

o= v

T

cette i':r]ll::lirm est de la forme de celle qui régit les ondes adriennes
dans un tuyau 3 |1:al|'ni rizide:; on en déduit pour la vitesse de

propagation des ondes

Alnsi1 celte vilesse esl :";__;.'l[e_' a la racine carrde du E:l'u-ilril du
coefflicient d’élasticiteé et de | épaisseur du tuyau, divisé par celuw
du diamétre du tuyan et de la densité du liguide,

Ultérieurement, les physiologistes préféreront introduire le

poids spécifique mw = pg& du liguide et écriront

Ceette formule portera dorénavant le nom de formule de Résal.
Marey, dans une réimpression de son travail, l'intercalera parmi
ses conclusions gqu'elle ne confirme que grossierement.

A Voccasion de la Note de Résal. M. J. |‘irr||.-:;1';u-_~u] 5y |[ni
avail étudié :|u;‘:|_\'litlm-uu'nl. un grand nombre de [‘ut'nlnlu'-mt'.\ sur le
mouvement de 'eau dans les canaux et luyaux a parois rigides el
qui avait notamment découvert les lois de la propagation des ondes
de translation des canaux, a signalé la pessibilité d'étendre ses
méthodes 4 la recherche du mouvement d’un Jiq||1§|iq; !'[J]El!)liihul]!
un tuhe a parois trés élastiques; 1l a sommairement indigueé
comment la formule de Résal se rattache & la formule de Iu't_-mi{-!'i-
{'I!IF1!'tJXiltli|l:li!]! f_l‘l'll!l'll"l" par |..'if_;]".l1!l'_"'r'_‘ ]'lulEI":I\.I'li":n:-i“ de EJ-:I'HEM_'_‘:EIiIH]

(') J. Boussinesa, Addifions et eelaircissemenis aw Memoire intitule o Essai

sur la théorie des eaus courantesy, p. 58 ( Mém. pres. par div. sav. a " Acad.

des Sciences, L. XXIV, n* 2).
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des Elt:l;lh' mouvements a la surface des ]iL|||i1|L_'5. Comme nons
consacrerons deux Chapitres du présent travail au développement
de cette bréve remarque, il nous suffira ici de la signaler.

Ce ne fut pas la Nate de Résal qu’il ignorait, mais le travail de
Marey qui provoqua les recherches de Meens (') au Laboratoire
de Physiologie de Levyde.

Un tuyau était relié & un bout, par un robinet & clef, & un
réservoir, el i autre, directement, 4 un second réservoir. Le tout
élant plein de Jir|||idc et les réservoirs a des niveaux différents,
l'ouverture on la fermeture du robinet produisait des [ser‘lur];niiunﬁ
dont Mens étudiait la vitesse de propagation. Mens avait d’abord
pris des Luyaux en métal portant aux extrémilés des tubes & piston
et & chambre d’air; la chambre d’air était fermée par une mem-
brane sur lagquelle reposait la pointe d'un récepteur & transmission
de Marey, Les déformatlions envegistries étalent prises pour mesure
des variations de pression aux deux points considérés du tuyau, 1l
eul recours ensuile a des tuyaux en caoutchoue sur lesquels 1l
uf:p]iupi;iil directemenlt la pomte des tambours récepteurs.

Mons a !:.-sw':i_f.'l" de déterminer Ih-‘_'wrl'ii_]m_-rnt'nl la vilesse de pro-

pagation d’une intumescence; il avait bien quelques connaissances
mathémaliques, mais peu compléles, et il ne croyait pas que le
probléme dont il s'occupait pouvait étre traité par la mathématique
seule : en conséquence, il appliqua une méthode mixte, suppléant
par des résultals expérimentanx A ce que ses raisonnements
ITL‘II]IU]!'IEI[.E:]UC:—\ avaient 1]‘i11(~nmir]q:l_

Le courant étant établi entre les réservoirs, le robinet est fermé
]'u'llsquelniru!.: il se p:l‘:_u.llll-t une sorte de ('||r')[=.; une onde de
perturbation continue a se propager a partir de cet instant, elle
va jusqu’au second réservoir, revient au robinet, etc., et finit par
."\)ﬂl'ﬂl)l\lil'- l“i.‘.l..-‘“.‘:; ('l"(]il. P{Fil\"ilil' 1‘|H'r!d|[i|.'1! LI{?‘ 55 I‘N[Jl_"l'i('llf:';_':ﬁ ll“l! oW ]'ﬂ.
longueur de parcours de la perturbation produite par la fermeture
du robinet, jusqu’i son extinction, est égale 4 quatre fois la lon-
gueur de ce tuyam, quelles que soient les dimensions de ce
tuyau ». Il admet, de plus, que la vitesse de propagation V, de la

(') ApRiAw lskpnee Ma@Ens, Over de voeriplantingssnellieid van den Pols
( Academisch Profschrift, Leiden, 1877; Bl. 1-72): Die Pulscurve, Leiden, r878;
Der erste Wellengipfel in dem absteigenden Schenkel der Pulscurve | Pfliig -
ger's Archiv » Physiol., L. XX, 187q, p. 517-533).
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perturbation est constante, et il se propose de la calculer aun
moyen de la durée de parcours qu'il estime par une application
bizarre el incorrecte du théoréme des forces vives. En ce sens,
il se rattache quelque peu aux idées de Ménabréa. Il est ainsi
conduit & I'expression suivante (oft nous transposons ses notations

en celles de Résal) :

Comme on a —— —0,805..., la formule obtenue différe

Fsmr
AL 2L

peu de la formule de Young. C'était bien quelque chose, je crois,

d'avoir obtenn ce résultal, dans une These de doctorat en méde-
cine, et ¢'étail méme eaucoup, par comparaison avec ce qu’avaient
donné les |?II_I\_'R1I[_PIH:_’J'].:1'|I'5 cilés lnluﬁ haut.

J. Maens a dailleurs compare les wvaleurs \J,, calculées a
celles mesurées : ces derniéres étaient les plus grandes. Par

0", 23g, Ry=0"",820, la théorie donnerait

exemple, pour e
o

(13™,90 +14™,07 ), soit 13™,97 par seconde, tandis qu’on

mesure 14™, 30.

[l faut reconnaitre que sa déterminalion de E est contestable.
De ]}|_'|'|_-'-i_ Mmns songea a tenir compte d’un rétrécissement da a
I'emboitement du tuyau de caoutchoue sur ajutage rigide du
réservoir; mais cette partie de son caleul est incompréhensible. 11

s'arréta en définitive a la formule

| D=
-

A /
Ye—o0. !_p|‘_.-f'

I'.__.m‘

Un peu plus tard, Meens consulta a ce sujet D.-J. Korteweg,

qui trouva facilement la formule de Résa qui lur était imconnue
comme & Mmns, et ce fut a cette occasion fue ["tdée vint &

o

Korteweg de traiter un probléme plus général que nous rencon-

Lrerons an ]_rl‘i_n:lmin ‘.:llit[ii!l'!'_‘_

V. — Les expériences de Kundt (1875) et les recherches
de D.-J. Korteweg (1878).

Les vitesses de propagation du son dans une masse fluide indé-

finie et dans une colonne cylindrique du méme fluide présentent
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un écart Lrés

sensible ; dans une expérience de Wertheim ('), la

seconde était de 1173'“. 4. tandis (que la En'i*mif'rd' ftail estimée
a 1435™, ala méme température. Dés 1848, Helmholtz (2) attribua
cette diférence a 'influence de l'élasticité et du frotltement des
parois, et quand, en 18~0, Fr. André (*) observa, dans une con-
duite d’eau en fonte de 0™, 02 d’épaisseur et de o™, 8o de diamétre,

une vitesse de propagation du son ¢gale & 8g7™, 8o, ce fut la méme

cause de déficit qui ful invoqguée,

En 1874, Kundt (%) étendit, a la détermination de la vitesse du
son dans un tuyau plein d’eau, la méthode qui, en 1865, lui avait
réussi pour les tuyaux pleins d’air. Son appareil, établi avec le
conconrs d'0. Lehmann, se compose d'un tube de verre fermé de
|'!J;itllff_' 1‘.'(‘1'1—: iJi"il' LITL I]rll]{,‘llf}[l lI[.’ (f:l‘b[ll‘fllfllllf‘. el J‘]"IlIlJ‘ [Ilf 1!('”1‘. I'I]lFi—
nels devant servir a le remplir de liquide. l.'un des bouchons est
traversé par une baguetie de verre dont 'extrémité intérieure au
tube porte un disque d’un diamétre légérement 1oférieur 4 celui
du tube et qui est fixée au quart de sa longueur, extérieur au tube,
dans les michoires d’un étau. 51 l'on fait vibrer longitudinalement
celte ligt‘., elle donne son second h;‘l‘l‘mr)ni{lllt.‘!, el le f_]i!r'!t.]lli' lILI-l':“'.'
!'Il!l,'li: "llllfr]'illli‘ ::l IJ, 1_'.1,_]]{_!]]“(‘ iIlli(il_‘ l,:f_?l]'llll"‘l:i(_' entre ce I!i,"ﬂ_'l'll'. eL |"
second bouchon un mouvement vibratoire de méme période, On
a réparti uniformément sur la sarface intérieure du tube de la fine
limaille de fer, ou de la poudre a tirer, débarrassée du nitre par
lavage, et cette substance, sous influence des vibrations, lend a
s'accumuler aux neeuds. Lalongueur du tuyau est rendue égale d un
[Jl)]ll]!l‘ll.' 1'||!.ii‘f]' [Il-’. [']ifJil]—ll‘lllg’]ietl['f‘: ll‘l‘illl’i’ Il 13I1{-{'H'14':;|I'1| ]lEH‘; or

moins le second bouchon, et I'on admet que I'appareil est ainsi

réglé d’'aprés la nelteté avec |zlqllr_'||u E ]._'lf_lllllf'l_: se rassemble aux
lht']ltJ]IS £n repos. On n’a plus dés lors qu’'a mesurer la distance [
de deux lignes nodales successives : si N est le nombre des vibra-
tions, par seconde, de la tige, la vitesse du son dans la colonne
on

Iii[uieiq_' en c_-'-;!n'_':l‘fq_ln['r,- est V=2aoN/. Avec la méme

(') Wearaem, Poggendorf Annalen, Bd. LXXVII.

(*) Hermuortz, Jahresberichkien fir der Forschritte der Physik, 1848, Bd, IV,
und Ges. Abh., Bd, I, p. 2§6.

(*) Fr. ANDRE, C. R. Acad. Sec.;'t. XX, 1870, p. 568.

|

) Kuwpr und O. Leamany, Ueber longitudinale Schwingungen und Klang-
Jiguren in cylindrisclen Fliissigheitssaiilen ( Poggendorf Annalen, Bd. CLIII,
1374, p. 1)
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24 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES
ébranle une colonne d'air identique; si ¢, et V, sont les analogues

de {et V, {, étant mesurde en :=_1rl||[:11.'ar‘tl comme poudre de la

silice, on a de méme V,= aN/{,. La vitesse cherchée est donc
- o
V=V,

II;I

En 1855, V. Dvotdk (') modifie un peu le dispositif. 11 prend

un tube horizontal de 2™ de longueur, recourbé i une extrémité

fermée a la lampe (le retour ayant la largeur d'un doigt et conte-
nant une grosse bulle d'air), 1'4.‘[!]i-'.‘ verticalement 4 'aulre extré-
mité laissée ouverte (largeur d'une main); il le remplit d’eau de
telle sorte que la partie verticale ne soit qu’en partie remplie. Il
ébranle ensunite fortement la colonne dair [IIli reste en soulllant
avee la bouche : la hauteur du son se change en ajoutant ou en
dlant de 'eau. La l'lﬁUtl!'l" mise dans le tube monlkre., .'tln'['-_n. -_[|];al1'e
ou cinq ébranlements, des rides trés réguliéres 4 nouds equi-
distants. Il estime la hautéeur du son a l'aide du monocorde et
mesure la distance de deux neeads. La vitesse du son s’en déduit
N =L

Les résultats de ces expériences sont résumés dans les deux Ta-

par la formu

bleaux suivants, oi e et 2R sont I'épaisseur et le diameétre
intérieur du tube, 7 et I, les demi-longueurs d’onde dans I'eau et
dans 'air, L la longueur de corde du ton correspondant au mono-
corde, toutes ces quantités évaluées en millimétres; N le nombre
des vibrations par seconde, V la vilesse de propagation déduite
en melres, ¢ la Lr“nl]m"l'.ﬂul'l- t,‘r‘:nti;.;rhl]l_:.

OMERD ‘ a R l { N. i X
i the
Lt 180 | [ = =i ] 18,4 1Oj0, 4
Pt } 4 | i 17 1220,6
R 5 a3 .5 hu g | S
Al | ' |
. 5Ty 2] 20, 2 | 185
| s e &y 165 15 ] 30,3 18,2
I .. il I o ] 12, 4 i 2 .
|
[Autenrs : KuxpT et LEEMANN. )

(XY V. Dvopak, &fcber die

‘ghkeit oes Wassers in Réhren
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e " [ b w5y |

| ‘ |

s K. 2 Tax N-. [ o v, 1

| | §

I | = T |

| ¥ |
P 0,82 17,9 044 180, 4 1021 ,7| g gald |
- e - 1

S seanhel iri0 63 o S G50 Tk B 1102 14y 1046 |
0,52 8,46 | G55 } 1219 L) 1165 |

2 (& 1188 | TORT .7 e} rzi3 |

2 (I | | 1219 | 1046 i 1281 |[

{ Auteur : Dyvoliax,) I

Les recherches de Mans et les expériences de Kundt ont amené

un professeur de Bréda, D.-J. Korteweg (') acalculer la vitesse de

|H'd'r[:.‘:g.‘tlic_m d’une perturbalion a partir de |'étai +'I't’!(lui1!|_]-t'c- 3
travers une longue colonne {_'_:\-'“Ill_il'-iL[l[E d’'un Huide de coellicient
d’élasticité connu, contenu dans un Luyau & J:c‘u'ni d'élasticilé aussi
COnnue.

Il ""”i‘l'”i" sur les hypothéses simplificatrices suivantes : 1° la
masse liquide initialement comprise entre deux plans normaux &
I'axe du tuyau, pourra se !_:t.JIIIIII'iHlf:I‘. se dilaler, s'é¢largir, mais
reslera lL.JIIjt.Jl.l[‘:':l :.‘Hml-ri-'(-_' entre deux tels p|;lu-.~: 29 |a ||;n}__;'|:+:||l'
d'onde est assez grande pour ||L|‘nu doive l'l-;_;'uwh‘r les deéforma-
tions de la paroi du tuyau seulement comme des dilatations el
contractions des seclions annulaires normales a4 'axe du tube.

Considérons, a 1'état d’équilibre, la tranche élémentaire com-

prise entre les abscisses & et z-+E, de ravon R et de
volume ¢ — wR2E; soit w(x, t) le déplacement de sa premiére

face & 'instant ¢ et » la variation de son rayon; le ||r'-]|l;q|~r-:n¢~||g, de

1§ 5

. . . . ok =
la seconde face aura pour partie principale w 5% 5 et le volume
oar 5

de la tranche fluide sera devenu

o4 Ap = m({R -+~ r)2(E

(1) D). KoRTewEeG, Over veoriplantings-Snelheid van Golven in elastische

Huizen (Acad. Proefschrift, Leiden 1878); Ueber die Fortplanzungsgeschwin-

digheit des Schalls in elastischen Rihren | Poggendorf Annalen, Neue Folge,
Bd. ¥. 1848, p. 52
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26 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIOUIDES
on déduit de 1a (les variations de 2 et de R étant suffisamment
petites)

Ae ap o it

P R da

Soient d’autre part p la variation de la pression du fluide, produite
dans la section d'abscisse &, a "instant ¢, par la perturbation,

et E, le coefficient d’élasticité du fluide: on a

P =— lj —— .

L
Par comparaison, on obtient la premiére relation

Iy L i
— = — o —

.
K,y o R
[Capplication du théoréme des quantités de mouvement pro-

jetées suivant 'axe du tuyau, A la masse de la tranche, donne

arsément (o, élant la densité du fluide)

Appliquons enfin le méme théoréme 4 un élément de la parol
annulaire limitant la tranche, élément sur lequel agissent la pres-
sion 1intérieure du fluide, p, et la tension <"|'<|.~3ti=|:u'- normale g de
'anneau dilaté, la projection étant failte suivant le rayon moyen;

e élant I'épaisseur de la paroil et & sa densité, i1l vient
I I ; ’

e a2 r

L) Jt? = P =——o.

- - . - . r N
Les fibres annulaires ont subi un allongement unitaire o) I'an-

. o 4 - T - -
neau est done soumis a une tension langentielle uniforme Ket

un ¢lément d'anneaun t]:;lrr1|_r|iL|||'.iE angulaire = et d'aire RzE subit

une ]!!‘f:.-'sb'itﬁn i]llI'JIlillt_' e‘-‘h!']‘m"lnli\'l_'. 2

Y

=k ' A
7+ - €l par suite la tension

normale ¢lastique par unité d'aire est

=
e
I
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L'é¢limination de p el g entre les équations élablies donne

’ oy o%iak o2 b % o
(D) = — = 1 Fot )
Ey o2 R oz
pce dir  du 2P Eer
== t = z — = 0
E, de2 wlar I Re
On déduit de 1a
: L ny O EE E= 37
(83 R — 0
o (e |'_._ a2 K?* o

ar \

enlrre (H) et (6) conduit & ['{'zqu::tirm aux

et I'élimination de

aar
dérivées ]1-'\ir'l.i<_'||!:=i du c|uz||rif'ml: ordre définissant le déplace-

mentl &

- ‘a5 R eo N\ ot a2 re
A) (A0 L CRLNE Y ey
3l E E'_| A (e o
Si 'on négiige l'inertie du tube, 'équation (3) se réduit a p—=g¢,
et 'équation ( A) est remplacée par
: o R o2
{ lJ | A S 2 3 " (e — o,
or= o2
Pour une paroi absolument rigide, on aurait E—2, et par
suile
a2 oq ot
—_———— —— = (O},
P e £, o
pour un Huide illC(’liT!T'll'{'.‘i.‘:'-iL'li!_': on aurait an contraire E, — oo
d’ot
fries /!
do® |, b
Les pelils mouvements se propagent le long du fluide avec la
l,-_"._
vitesse o — \ dans le premier cas (Newton), et B— \ o
P : L

dans le second ( Young).
Dans le cas général, |'|?||r1;|liu':r1 (BY donne comme vitesse de

propagation des pelits mouvements la quantité V, définie par

(Korteweo ).
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28 ETUDE SUR LA PROPAGATIGN DES ONDES LIQUIDES
Si l'inertie de la paroi est mise en compte, U'équation des pelits
mouvements s'écrit, en inlroduisant la vitesse ~ —_‘.’ — de propa-

5
gation dans une masse infinie de la paroi,

S R? gt R g% I dip a2 u
) 2 = — | it x| — T L
aiy2 gpé T dxpiae da?

Les solutions particuliéres da Lype

w = A cos [

o la ll'm;.;'u-'nz' d’onde A est considérée comme u_iurn'n?q): et ol
A, 6, ¢ sont des conslantes, conduisent 4 une vitesse de propa-

ralion ¢ définie par |'|_"([lmtir=|| tlﬂudl‘a[itjlu-

R? IR Rz bion
';_q(-_ g — — a8 — 6l Ly =g0
= oy’ L T 6 Y= ‘.;-J
dont il faut prendre la racine qui, pour k= s, se Iranforme

en Y.

LLe raisonnement qui a servi 4 établir la relation (4) suppose que
Iépaisseur e de la paroi est trés petite. Si la parci est épaisse,
Korteweg déduit des formules de Lamé et de ':_‘.l'd!‘n’*.\'r('-n (') con-
cernant I'équilibre d'élasticité dn cylindre circulaire creux, que la

méme formule (4) est encore valable en modiliant la valeur du

coefficient E.

Admettons que chaque anneau élémentaire du tube se déforme
comme un cylindre de longueur infinie, soumis a des pressions
uniformément réparties sur ses deux faces, et sans lension longi-
tudinale. Soit U le r|=_'![_:|.'|trr.~'[llf*.nl radial d'une particule de la |-:1|'ui:
4 cause de la symétrie supposée autour de 'axe du tube, rmriﬁ
pour axe des & d'un systéme rectangulaire de coordonnées (on
néghge le poids du liquide et du tuyau vis-a-vis de la pression
intérieure, el aussi les appuis extérieurs du tuyau), U ne dépendra
que de la distance = de la particule 4 'axe des 2. En nous bornant
au cas d’'une paroi isotrope, nous allons chevcher a vérifier les

(') Lame et CLAPEYRON, Memoire sur f‘{:‘gu:‘f."{ij'g interienr des corps solides
homogénes ( Journal de Crelle, Bd. VII, 1831, p. 145-169, 237-252, 38:1-413).
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équations géndérales de I'élasticité par les expressions

y a8 -5
= axy, ==, iy — | (@ const.),
i o

des composantes du déplacement de I'élément envisagé. La den-
silé :'nhii[ur- correspondante esl
B, dll

L
- e i S
= 1

el

el les expressions des tensions sont

A B i ey = iy
Ny= #A8 : JROE, Ny= A 21 - 3 N-= 20 2 LR 2
4 Vody & B e
oy e oy e T
II,_'.T X et = 2L = |\.=tl. f;- O,
oy - - *

»oel [+ €tant les constantes d'élasticité de la substance. Si 'on
néglige aussi 'inertie de la paroi, les équations de Cauchy se
’ . % . gl dll . 4 3 p
réduisent a deux, qui donnent S —=—-—=—0; fl doit se réduirea une
dy — 0z
F;IHP]U conslanle @ -+ 2 &, et une inle":-_:,r;'ll'lnn immédiate liuum.‘ﬁ)ar
suile, ¢ étant une nouvelle constante,
=

U= b4 =

=

IDés |“t""~-_ pour un I}(lel[. situé dans le r;lun sz 1-_:—.-__ TP =0,
on lrouve _{ = 'l':_ == rlls = 0, el
Ne=(h+2pla-+2hd,
Ny=ha-+2(A4+ )b+
Ny=da+ 2(A+ wib—: .
Le Huide étant en :"t]ni“]rn- dans le tube, on a N,=— o, et
pour s— R, =R 4 e, N: a les valeurs données des pressions

sur les deux faces de la paroi, ce qui détermine @, b, ¢. Une sur-
pression intérieure p donnera lien a un nouvel état, caractérisé
par les valeurs @« 4+ a,, & 4 b, ¢ 4+ ¢, des constantes, que défi-
nissent des équations analogues. Par différence des équations cor-
respondantes et en observant que la variation de la dilatation radiale

B. 3
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est rr, Kortew 54 oblient

Ch -+~ 2u)ay—+a2hd; =0,
" Y 3Ly
hay—2(h —+ p)by — R = —p,
o
= YL Oy
Ay a(h 4+ w)by |'I 0
(IR ¢
| .
|"J| H_ = _F
I)
d

[L'élimination de a,, &,, €

entre ces équations est bien simple;
en introduisant ce que j'appellerai plus tard le module i

Luyae, m=— il vient

. Rl (1= om)ta = s et = g per{i1—-m}.

On sait, d’autre part, que le coefficient d'élasticité de traction
de la substance a pour expression

(3 A - a)

A 13,

si on 'introduit 4 la l}l:]t':' de A, 1l vient

'j |"J.-'.-.'J frp— i —

{m—+1)kE 1L

-

(Quand les puissances de m supérieures A la premiére sonl néeli-
ceables, on trouve

3 I { * \

R B L= 5—— i

> \ PR ) ]

Korteweg envisage encore le cas ol la tension longitudinale ne

serait |§|IJ.-1' nulle, mais o tout déplacement longitudinal serait
impossible ; cela revient # supposer &, =0 (s01l @ =, o) el

supprimer la condition Ne=—o0. Les mémes calculs donnent la
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solution; on est conduita éliminer &, et ¢, entre les équations

- PR T
2 A+ )b — !' : —
x4 Lt _|IIFJ| - = =k
bR LS — 7
: I
[l vient
f'|l:[|1 ~- e} - = jper(t—+ m).

On retrouve la formule (4 bis) ou cette fois & est défini par la
relation

Quand les puissances de m au dela de la premiére sont négli-
zeables, il vient

Pour confronter la formule de Korlew eg avec les résultats des
expériences de Kundt et de Dvordk, il faudrait connaitre le coeffi-
cient d’élasticité E: tous les tubes employés étaient en verre, mais
ils pouvaient avoir des coefficients d'¢lasticité notablement djffé—
rents ; aussi serail-il intéressant de I'f'I]J‘{'!]r]I‘i_' ces L-y;'}qf-r-;'q\:lm_-_-,‘ en
déterminant le coefficient d’élasticité de la paroi directement, par
les vibrations longitudinales par exemple. Quoi gu'il en soit,
Korteweg part de la relation

=t E, 1
— I~ == — .
b 4 - | Y 2 A —+— 1 )
o I - e Fri
l-._ PRI
Il admet que pour le verre E = 6Gooooo (kg : em?), pour l'eau
Iy = 20000 (kg : em?), et avec Wertheim, il suppose A==12u. Il
caleule alors « par la relation
= i = 5 m
x=¥ f T ——
L Vi Q0 m
et il compare le résultal au nombre «=— 1437™ ordinairement

J

admis. Les Tableaux cl-aprés montrent que les expériences de
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Kundt donpent une moyenne de 1445™, et celles de Dvorak une
moyenne de 13g8"™.

A Tr:[‘('llem (') admet au contraire o — 1435™ et calcule E au

moyen de la relation

1 1 F1
SN B
Fir] |'_1 [ — o pr |
30
oit py =1. Il trouve gue seules les expériences de Dvorik donnent

des nombres comparables les uns aux autres, ce qui semble
démontrer, selon lui, qu’elles étaient mieux failes; celles de
Kundt dennent des valeurs allant de 37.10% 4 650.10°%, tandis que
pour les autres on a les chiffres de la derniére colonne du Tableau

quE :-:u[l

NUMERO DU TUBE. S UTE
nr,
Roundt: n® 4. . o i e 0,076 1040, 4 1270 1
" e o I | 0,088 1220,6 | 1480 "
1 R e e T i O, 127 i262,2 1450 1
» il 0,167 | 1357,6 thio | D
u - S R e R | ©o,303 1363 .7 1470 0
1 5 P | 0,357 | 13d83.% 1480 | -1
Dvorak N°© 0,046 gys 1340 474 . 103
n 0,054 1046 1360 Hoo
» 0, 061 1164 1470 753
0 | ©,133 1213 1380 Hao
" o,182 1281 | 1440 665

La valeur moyenne de E a laquelle on est conduit, 582.10%, est
bien éloignée de la valeur que M. Amagal donne pour le verre,
6-7.10%.

7y

Dans la suite de son travail, Korteweg renonce a I'hypothése

des tranches et admet seulement gque 1'état de mouvement et la

pression sont les mémes tout autour de l'axe du tube,

(1) A. TERQUEM, Journal de Physique de D' Almeida, 1880, p. 127-134.
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Soit un annean fluide élémentaire compris, a I'état d’équilibre,
entre les abscisses # et # 4§, entre les rayons R, et R, +&;
soient ¢, el r, les accroissements que x et R, doivent an mouve-
ment, fonetions, comme la pression p,, de z, de R, et du temps ¢.
En raisonnant comme plus haut pour établir la relation (1), on
oblient

oy oy
(I )

dBy T oz

ry
e
Iy

\ cette équation, Korteweg adjoint les équations de Mac Laurin,

ik d¥ iy 2y
(2') ~ i, SR e
. o= dar
i o ry op
i | = — = — ..'rl.
T oR;

et 1l |"|-|'1}m]. comme condition limite,

P = “;- pour R:= R.

Ces équations admettent des intégrales particaliéres de la forme

= u cosP, 'y = r'sin<b, pi1= p sintd,
o1l

h =

w, r', p' étant des fonctions de R, sealement qui s’obliennent par
substitution des expressions qu’on vient d'éerire dans les équa-
tions du [}l't_‘mhl(_"ru-r_:. La fonction {)' se trouve déflinie par ['-_':r_,pml_i-_nn

différentielle du second ordre

drpl i1 wdp! 4

81 ' B, gRy A%

ol & — \I — et celte équation s'intégre au moyen des fonctions
AR %
de Bessel. La connaissance de p' entraine algébriguement celle

deu' et de r'. En posant
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on obtient la solution particuliére

; S i
’ e . A = — : rAMayB _ ey
pP=ak(RyyB), r i — % K{R{vB), ol R ‘,-}_, K (RivB),
ATy 6T 4ot 0y A

et la condition limite donne pour délerminer 5, A étant supposé
donné, ’équation transcendante

=
»

K(RyB)= =2 —Y_" K'(RVE).

En notant gque les [ruiﬁ‘;:il'ii_:(-"z-'- de B sont faibles, on pourra réduire
1'.":" l.ll._"\-'t‘if_}p|'l(—‘_‘lf]{_’l'|1‘5 |.tt-J [\ el i[l_' K E‘I ll"“l' }Jl'i:'r]lil_‘l' |f_f|']l|(_'4, (_'1. ﬂ_'i_'li_i
donne de suite, avee nos notations précédentes,

I 1
a2 a2 @ [H2

Partant de cette valeur de & comme de premiére approximation,

\;.J

Le Mémoire de Korteweg se termine par une mise en compte

Korteweg arrive a la valeur plus approchée

=1V,

dua frottement intérieur du fluide, & partir des 15|11|Hli1'u|:-| de Navier
transformées en coordonnées cylindriques dans I'hypothése ou le
régime esl symélrique autour de 'axe du tube. Les équations (2')

et (3') se troavenl :'{_’Illp]au'l"f:% par les sunivantes

at ey o g e (.-_.l!‘ iy a2 iy T iy ) n d9%p,
1] == ——— = e m——— e ~3
o dar dt \ dx? adlF Ry adliy / E, dx ot
o02r (i) el a /o ry 02 ry Lis (CHF™ by n dip
u s L Ladpril { - 1 :l P
T A L - 34 T T L % ' T AatE L ALY aat
T ) dR, dit \ dx? EIEE] R, oK, E, 9R, o¢

: I e g 4 Ha
o m et 3 sont les deux coefficients de frottement intérieur on
o |

d’imparfaite fluidité. On cherche encore des solutions correspon-
dant 4 des ondes simples qui se propageraiént avec une intensité
et une r[’)[']l‘lf‘ ill\'?‘i['i:ill]f:.\ |Ji|f' I lT':I[tl_'T[Il'IlI i|11:|]‘,(1f__{l|f' au i'j]‘f“l:l}[_[l”l].!_‘
mais qui donne lieu & des calculs extrémement pénibles et sans
résultats utilisables.

[’auteur conclut par cette remarque |'|U'” serail trés désirable

que les résultats de sa théorie pussent élre comparés a l'obser-
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vation par des expé

‘iences nombrenses, Mais les [’!{|'I{_I.‘]‘i1llf‘t1!l{|l-'Lll'ﬁ
ne semblent pas avoir confiance dans les derniéres conclusions :
selon A. Terquem, « Phypothése implicite que les vibrations du
tube sont synchrones de celles du fluide et représentées par une
formule sinusoidale ne parail guére admissible, car le tube doit
transmelttre les vibrations qui lui sont communiquées avec une
vitesse propre dépendant de son élasticité, ainsi que I'ont constaté
Biot et Regnanlt. ce qui doit compliquer la réaction du tube sur
le hguide, surtout si 'on produit des ondes fixes comme dans les
r_ixl_]alt.r]'i-xu::'ﬁ qu" |_\||_n|[| et l,]o !_]\'r_r:r'fili E |E:..-'- rl#l.‘lulh et ventres tlII
fluide ne coincideront pas évidemmeni avee ceux du tube ».

Il y avail cependant la I'idée de mettre en compte le frotlement
du fluide et 'inertie de la Fm:'ﬁ':_: c’est celte 1dée que va I':’-.pl‘frlldr‘{_:q

avec |_;L-..'|]”::':||I'1 |'j|||:-'. de j]i-"ltn‘_‘t{".__ =5 '::.r['i_lint‘h:-h de Kazan.

WVI. — La théorie de J.-S. Gromeka (!) (1883 ).

Nous allons préalablement donner quelques bréves indications
sur les équations générales de 'équilibre dynamique d'une mem-
brane courbe trés mince et sur les relations entre les tensions
et les déformations d’'une telle membrane, daprés Aron et
Lecornu (2).

Sur une face de la membrane, tracons un réseaun de courbes
orthogonales (s, 52); solent », rs les rayons de courbure géodé-
sique des deux lignes sy, s, au point (s, s

y2 R,. R, les ravons
4 [ 2 4

de courbure normaux: »' la valeur commune de leurs torsions

o TR - N . ? =i g :

;‘cnfli_-n‘ulm"i, e I'épaisseur de la membrane; 2 la densité de la
matieére. La membrane ¢tant en mouvement, un élément infinité-
simal (efs,, ﬂ'.h_,_,l iszgu du Inninl (5, §2) subit, a I'imstant ¢, un

:_16}}];lc:mmsnl avant pour composantes oy, Ja, = suivant les tan-

(1} J.-S. Gromeks, Ueber die Geschwindigheit der Fortplansung der Wellen-
bewegung der Flissighkeit in elastischen Rohren (Sammlung der Mitteilungen
der plysikalisch mathematischen Gesellschaft zu Kazan, 18} Ce travail est
a2 le titre est cité d'aprés les Fortschritte fiir Mathematik,
olt Wassilieff a donné une analyse de quatre lignes.

() Anow, Gleichgewichi und Bewegung einer unendlich diinnen gekriimmten
elastischen Schale ( Journal de Crelle, Bd. LXXVIII, 18-4. — L. LEcornNu, Deé
I'equilibre des surfaces Hexibles ( Journal Fe. Polytechr., 1880, nol. p. 16-17
et ay-z2).

%

éerit en langue ros:
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genles aux lignes coordonnées et suivant la normale n 4 la surface
atl puillf E:S*. Sa ). Les luﬂ‘ll!;il;l_‘.n‘ i la surface :(' ]1)!1;_; du contour lll_?
I'élément rié(!ultpenl dans la membrane un volume élémentaire

soumis a des forces extérie

Iires ||1'|-||nt"1‘3-« l:|1|i sonl (.11_' |'nl':]l'{-: :_1:_:
55[';“"]4.'-”1‘ les unes de son volume, les autres de la surface de sa
. ]'"}.:. F, el By P

base; soient F P, les projections de la résul-
tante de chaque groupe saivant les directions sy, 52, 2. Enfin, les

? &y .1"'
faces élémentaires normales, issues ;‘z-a']u_':'.li\'t_'lnt'nl de ds, el
de ﬁf.s‘1: a }l'rll'l.il‘ du |J||E111 | S5 Sa ), subissent des tensions unilaires
de composantes respectives (T,, N, Q,) et ( — T4, N, Q,) suivant
les mémes directions. En exprimant les conditions d’équilibre
dynamique du volume élémentaire, on reconnait d’abord que ),
et (), doivent avoir des grandeunrs infiniment petites d'un ordre
supérieur a I'épaisseur e de la membrane, puis quely =Ts (= T),

et I'on obtient enfin les |_'-|[11;Ltiu11:-'.

dNy dT N, — N, 2T g oy :

& AT A R TEE o ) rEa=0
AN o a7 Ny — Mg AL SE " Atay” P, —
dsy  dsy g T i [ ST Tda } L i P 1)
Ny ] Na - b : s P
R, = K, = 4 =l Fret T

La déformation de 'élément envisagé est délinie par les allon-
gements o, o, des cOlés ds,;, dsa, et par la variation [} de 'angle
de ces cités. En supposant la déformation infiniment pelile el en
négligeant les termes du troisiéme ordre et au deld par rapporl a

I’épaisseur ¢, Aron a démontré qu'on a
Ny= Caty 4+ Duas, No= Doy + Gus, dhe il

si l'on pose (A et p. élant les constantes de Lamé)

§ Rk 4 ) 2 A
| -I'—' £, IV — — --—[- — G = pe.
A2 A= 2L v

Admettons qu’a 1'état d’éqguilibre la membrane ait la forme d’un
cylindre de révolution de rayon intérieur @ et que les lignes s, sa
.‘il-ﬂ'{__’lll ||"5 f_.‘\(’flliJ'l'iili'ilTl".S ]'[‘.1'[.iii:"'||e.‘i el l"ii'l.’"[ll'('til'ﬂ".'i‘. [5‘:| s ;jr,l élil]‘l!
des coordonnées cylindriques dont 'axe est celui du cylindre,

on a dsy —=dwx, ds; — adl; dans I'état |.|'r"-:{1=i'|”:l‘1.’ de la mem-
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brane, onar,—r;

=Ry=r'=ow, Ru=a. Supposons que le dépla-
cemenlt de la paroi soil symétrique autour de l'axe, que chaque
particule reste constamment dans un plan perpendiculaire 4 l'axe,
et que les modifications de courbure du cylindre et des lignes
tracées sur lul soient infiniment I'H-"Ii[_r'\: z el T étant les compo-
santes du déplacement d'une particule suivant 'axe Oz et suivant
l(-. rayon 7, on a

[ 0] do T
xy = 3 oy = —y 9 = o, N,=C ey
oz @ X o a
¥ T 'R <o
T\azll——;—i.—. I' = o.
e i

Quant aux forces exlérieures, elles sont censées {_[iri;"q_'t{_-.-_i dans des
Fl'rlllri |iﬂ:-'-.-?-‘lll[ par I’u:u'_-7 el It_'l[r‘ résultante en un [u':.i“;r sl 1]ff-|in1'a-
par ses composantes Py et P, suivant les lignes coordonnées (&, r).

Par substitution dans les égqualions g

wdrales, si l'on na_'-;_:]ige les

‘]”-’“llilﬁ".‘" ‘]” -"“l.'f.F”lJ t"ll'dl'& 'l'f' [1L'I|-|¢.‘.'~-"'!", on lroave IETILIJIIF‘ E‘!(EII:i[i!]IJ

esl identiquement satisfaite et que les deux aulres deviennent

flve iz apdaden, gy, 2o
oar* e O = (i
(1)
- 1 J_
ﬂ S R LSO PR i
o oa aE ! L=

Ces préliminaires acquis, considérons un fluide InCOMpres-
sible de densité g1 en mouvement dans un tube I"\'l;lli]l‘icllil; élas-
tique, symétriquement par rapport & son axe; soient g la pression,
(w, v) les composantes de la vitesse suivanl les lignes coordon-
nees "_-IT, J"-.". le “qlli!]{: étant !‘u?;_‘:;'rl['-fl" comiune EIH‘-(':IIII[:I'L'.-.N'”:ll_'. un
seul coefficient de frotlement intérieur vy du liguide figure dans

[y

les équations de Navier, et si 'on pose ‘—=— £, ces équations,

transformées en coordonnées cylindriques, jointes a I'équation de
continuilé, s'écrivent

_u'u = ke (:Jﬂ 7 r}l;.-.
\ clt o i
(2) L8 e 98,
i elt \dzE T g b
‘ Al rie)

o
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Le poids du fluide est négligé vis-a-vis de la pression intérieure ;

et, si le itesses sont : elites ﬂ’Hflmr |
- 5 s vilesses sonl supposces asser pelites, — el — pourront
1 P i l Y ot ot I
" s e ot
elre |'CJ::!J|ii{‘.vi PRr — ek =

af ot

D’aprés la derniére équation (2, il existe une fonction = de

et de r telle que

£ gar] o
rif = ——» MY =— — 3
o o

et 5i |."']1 l'ﬁ!l]lliiltﬁl_‘ KoeL ¢ lHl!' ces \'ill{.‘ll]'.‘:'- IIEHIF- ][‘.-' l'II'!t[TqI lH'l'l'IIE("I'L'H

équations (2) entre lesquelles on élimine ensuite P, on oblient

(e Jaxd B
A l. :!- — "‘l'_'i'.".,r — 1 ;10

e 3 a o2 e I ¢ . - .
A désignant le symbole opératoire — - — — - —. L’intégration
by tha s ors ror ot

t'l'unlr]f:tr' de celte équation s'obtient, d’aprés Stokes, en posant

Fil i % T DL - ek =
et i '.‘-r el o verihiant respectivement les 1'(11[?!1“_”!.‘?
" "

Ap'=—10, — = f%Ag
¥ o

Bornons-nous au cas ot le mouvement propagé est ondulatoire

el supposons que & el ¢ n'entrent dans © gue par le facteur emrtne,
1

= - 3 b o I ’ y
m el n étant des constantes; si 'on pose =T =P et "
T T

seront donnés par les équations de Bessel d'ordre zéro.

_:’33 iy " T

— (=’ w — —— (g, o")+ (m?, g2) (', ') = o,
) it e S For : H

el [ ahg”
L — —— restant

5 v . I
et I'on prendra dés lors pour ces fonctions, - == ¢
rodr o

fims pour r = o, les :-_1..|u'¢-_4.~'i1_111~'-
T r4 B _ o
(ol ") =l| s — ) rdy[{m, q)r]emnctut .
o a . q ./ ¥ 1

A\ et B sont des constantes arbilraires et J, la fonction C_}'[in{] r'if]ur-

de premiére espéce d'ordre wn. On est ainsi conduit ala solution
|uu'1i1".u|it'-l‘u suivante dua systéme (2 )
= [Ado(mr) = Bl,(gr)] emx+ni
p=— LAJ;{mr)1+B by (gr) | ema-ne,

Pyt

D= — 1 Jy(mmr) emx-int
4 m
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DANS LES TUYAUX ELASTIQUES. 3g
solution qui déflinit une onde se propageant suivant 'axe Oz avec

= i P 5
la' vitesse — poc La superposition d'un nombre quelconque de sem-
fre

t]lﬁhlf_‘!?\« !ﬁf‘l-‘ll[ri{b]]ﬁ iJI'_anE_:'I'u‘ll Eencore nne ﬁf_il]llif‘i[l d" I:I {-llle.‘!l.l(il-l.
Envisageons le cas d'une onde simple et étudions le mouvement
de 'enveloppe. Les composantes o, T du déplacement d’une des

particules du tube suivant les coordonnées (=, r) seront

- s a-+nt T C ot
g = H ¢ : I ¢ -

F =

H et K étant des constantes extrémement petites. La loncueuar
I ;
’ 27 y .
d’onde — est supposée Irés grande, en sorte que la courbure de
I L
'enveloppe se modifie trés peu. Négligeons laction des forces
extérienres et hornons-nous & metlre en compte le frottement et
I‘{:‘]d‘;[.iﬂilf?. ,‘:l)ll."- 1}1![”‘['!’_'!“::' Hl'llll[(lll!:r' |f_'.“" 1_"(I|Iil|il_'ll|‘:'-l: 1) en Fif_?‘_%ﬂll!

o L ai
E"-r-"_-_u'l { el P = p — ‘-._'J-IF»‘
on les seconds membres, estimés pour la surface limite du fHuide,

sont, en 111";_;‘|E§_f|~;:|:t les infiniment f:l_‘[it.-; d’'ordre .-:up:'-ri(-m‘, a

évaluer pour r — a. I:‘;.\'!H‘il]]lﬂl‘i en oulre que la vitesse radiale est
la méme pour un eélément de |ri‘|!'l:'1i el pour le luide en contacl :
o= g F Y . . i
-F__- 'y i]lll_lf_' FfF=d, au meme f.il'l'_:'['{' ‘l EIIJ|lT"f.Fs|||t1!I!‘Jll. ce l[”l
: :
donne

; 1

K=— —[Agly(ma)+ Bml{ga)].

Fg LG ge)l

Enfin, a la surface limite du fluide, en vertu de la loi d’égalite de
I'action et de la réaction, la force de frottement intérieur est égale
a laforce de frottement extérieur, celle=ci étant, l|":’nEal‘i“:~'. Kirchholl,
pour les petites vilesses, proportionnelle 4 la différence géomé-

Il'i{[m: des vilesses des éléments fluide el solide en présence ; si

Jest le coeflicient de proportionnalité, on a done, pour 7= a,
4 da’y o de
FP{ M — =5 = — M 1r — - .
= ot \dr = dr/

]JE_"; (;(1”:][;0']4 IIEl'nl'lil'ﬁ I'Il] mouvemenlt ['(')T1l[]1ih’fh‘.|||- -'Iillﬁi .(‘: tI‘['PiH
équalions linéaires et homogeénes en A, B, H, dont la compatibilité

entraine la nullité du délerminant: la condition ainsi oblenue,
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jo ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES
extrémement compliquée, pourrait servir & déterminer m gquand
n est donné, el par suile & définir la witesse de propagation de
" ¥ n . :
I'onde YV, = S TR A seront connus d'aprés le mouvement
imprimé ou la vaviation de pression produite en un point donné
du 1:1|_::3.

Pour envisager un cas abordable, supposons qu’on néglige les
frottements; pour f'=— o el iy = o, la derniére condition est iden-

Liquement vérifiée, mais comme g = oo, il faut revenir aux dqua-

tions (: ) t!ll'l- s5e ﬁiJ’]IIIlE!’lH_'lJ[. [nl;nu_‘;}u].. e :_I'I!'

ard a4 k= o0, el

reprendre l'intégration. On est ainsi conduil aux eXpressions
précédentes de wu, ¢, p, ot 'on doil faire B = 0. On déduit alors

immédiatement des équations (1) les conditions

! Dine
Cm*H + K —pentH = o,
) /

D m C o, R

Ho4 — K+ Z—

o a? ¥

aveco
nl = — Al (rea ).

L'élimination «

e A, H, K donne

D m

m
-
e

gy Py
| Lm?—cp
et
D n I ppnt Jy(mea)

— = pepft— PLT shatiuh el

et g m Jy (e )

D’aprés les développements de J, et J,. on a

| I I 0 I
Jo(ma) ) mtat
— = [ —— ... |,
Jy(mea) et 8

el comme m est petit, on pourra réduire la I'a:!r'a_:rurin'--a'f_-. a 'unitdé.

Introduisons d’autre part la vitesse de propagation Vp, la vitesse

al'\':'mug w et le coefficient de contraction latérale de Poisson Oy

; i £ Ee A : =
\-Jr: ——y W = S — - Fp= ————— D —8 B e R
T 200 Bl A — &)
l.'t}quu[iuu |11'434:-"'1|L-||l¢_‘ devient
G A I

[\ \;,j]' = et N
S T 4
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DANS LES TUYAUX ELASTIQUES. .'il

ou encore, comme m*a* V3] est insignifiant devant les termes voi-

sins, 4 cause de la petitesse de me et de la grandeur de E,

Telle est, a la forme et aux nolations prés, I'équation donnée

par Gromeka ; on peut encore 'écrire

ey T BNy £ 2
\,‘,——_,Ifwe——j\";,— — — = 0
¥ T i N, = B Ly
(AN
o vrh ra 2y [ xr e
7;;\,,—.\_,—,—-—-:-:”[\’,—1—

Cette éqgualion en \; indépendante de la longueur d'onde, donne
deux racines IH[.!.‘fil.;\.iiﬁ'._ 'une inférieure & la plus petite, 'autre

- 3 e ) o v .
supérieure & la plus grande des quantités — et w?*; en fait, pour un
5

tuvau en caoutchoue dans les conditions usuelles, ona w2 = —: c’est

)
la pl:m grande racine 1|ui tend vers w2 illh‘illtl I'inertie de la ]mrui

3 igt‘:iijlr:. =] s l‘;l||-|_'rr|'1t_:i1:1|:t! de zéro.

Appliquons ce résultat aux conditions des expériences de

Weber. Comme — est petitde Uordre de -5, la plus crande racine
=Tl e =

se met sous la forme

Pour le caoutchoue, =, est voisin de { d’aprés Cantone et E est
(‘.Umpriﬁ entre 17000 eL 20000 (L. . S0 :!'apl'{"s Maens. En pre-
nant w =— 1003 cm : s, on reconnail que le second terme de la

parenthése est insignifiant, et ’on trouve

\..P:i‘_L-',"J,,,—_J[';‘-,L:n::f.

VII. — La théorie de H. Lamb (! ) (1898 ).

LLes recherches de Gromeka, inspirées par l'étnde du pouls,

ont laissé de colé la compressibilité du fluide. Horace Lamb, au

(1) H, Laxn, On the velocity of sound in a Tube as affected by the elastricity
aof the walls ( Memoirs and Proceedingsiof the Manchester literary and
philosophical Society, t. XLIL, t8g7-18g8, n* 9},
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ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES
contraire, uniquement préoccupé de la vitesse de propagation dn
son dans un liquide remplissant un tube, met en comple cel
élément, De ;J|um en outre du eas du tube i paroi mince, il enwvi-
sage celut d'an tobe IEli.'J'I'EE'i'\'."-[*.lI[' infinie {tunnel dans un solide
infini).

Dans le cas d'une paroi mince, comme |"L1n:|f_\m': de Lamb est

trés analogue & celle de Gromeka {qu’il ignorait Q’ailleurs), nous

conserverons les notations dua [ra |:_'_l|‘;||+ij{- ]p['e"a-e'q_l{!n[.
H. Lamb définit le mouvement de la parol par les équations (1)
du paragraphe VI; il suppose le fluide dénué de frottement, en

sorte :iu.;"l la surface on a e — T S = pP; 1l pose

tr

+
[
o
—_

en sorte gque l'on a C= B¢ T, Les t_':qu;ll_lzr':uk en gquestion

prennent alors la forme

Quant au mouvement du fluide, i1l est défini par les <'~a|u.-|liq_:ns
d' FEuler

el I o I dp
o ; Gy ok dt = dpr’
par !'t-En[:f:lElrjll de continuilé i|
ony o oL W
iRAsS h o ki TTUGR el ST L = 0
et dar ar r

el par la relation supplémentaire on c}c]l:uLiun de 1_‘(_1]:]|l£‘{':-'-_:i|_]”jII"
du flaide a lempérature conslante (l'eau étant regardée comme

parfaitement conductrice de la chaleur),

E, étant le coefficient d’élasticité du fluide, gy la densité a la pres-
sion extérieure au tube (ou atmosphérique), p Iexeés de la pres-

sion en un point sur ladite pression.
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P I = . 5 .
La quantite — est tres |u.-=l|l<;: pour I'eau, les vitesses w el ¢ sont

Ey
d'ailleurs supposées trés pelites; nous pourrons par suite négliger
les termes de -'_Ji';;:l‘i'! .-lifn"l'l-t'ln‘ an ]]l'i,:r“il_'r‘ par :';‘t|1rn:|'l a l‘—r] et aux
vitesses. Si done on dérive totalement par I‘apil{;ﬂ aa Lemps
I'équation de continuité en tenant compte des équations d’Fuler,

ce i]lli donne

d? Logs o

|
S A e

dp | e fr" 1 r.'l,r:- \ I r‘:‘l’.!j

—
ar N &y OF g 2

et si 'on remplace g, par sa valeur, on obtient, au degré d’ap-

]u*:_::\'i::laliun irnl[mluuf

3

a2 5 R s B
£ R s B £:38
ol agr? ror

Telle est l"i.':qlmlinll t[u] definit la n]u?u'ltili" p dont la valeur
pour r = e figure dans les équatlions (1).

Envisageons un mouvement ondulatoire propagé par la célé-
rité \"-; 2 el ¢ n'inlerviendront dans P gque par un facteur de la

r—Y{)

forme ™ , el ]'t'.'||1|;|1it'm (2) se réduira a

-
ch - e — YR — O,
el r di r :
en posanl
. E,
[ o= -0
Une solution qui reste linie pour =0 est done
=203 (yrjemix—"t

o1

Jol z) = |+\ﬂl
: s

=1

La seconde équation d’'Euler donne alors a la paroi, ot 'accéléra-
tion normale 4 I'axe est la méme pour le fluide et la paroi, avee
]T';rja'_n‘oxinlulif_rn admise,

°h == E]
; afs R

=gl

s g2z lr" ’_JJ“ ‘]

ou, €n tenant cumplo de ce que la nature sllp|)t}st'.-t.‘ du mouvement
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entraine — — m2Va-,
o=
mi2 V2 ottt = — Lyl (va)emir—V)
.\il]hi, 2 IEI ||.‘lt‘1'r|, On aura
. . Jolvwea)
{.3) p=—mlag)Vt ——— =,

v d o (Ve )

Dés lors, si nous supposons que el = varienl comme ™= Jes

équations (1) deviennent

s F N B,

|\'-——l||ru.7 —_— = ),

J o/ ap
Ba, e miza?V2 Jiivea) B
- g -+ mt V2 L : +— — =0
ap e vali{va) ol

! B ] B m2ed o y2 Jalva) 2
|:'\———| atmiVe — BN, A : — o,
=R ) = £0 waly(ve) o

- Jol 3z Z i 3 :
; sont l‘lf'tlt:-'-: ol A lndt tn:ul elre 1'(":1][1|;'-u:|‘ R = le LIL'I‘IIH_'I‘

| % -

sJiiz)

\ : rmap) Ve iy
terme de la seconde parenthése devient — ————1 - si l'on y
E DYs= '

i

substitue a v? sa valeur m? (1 — s1 'on y introduit 4 nouvean

la wvitesse d Young w=—y{/ et s1 l'on se souvient guoe
o ¥ 1] i

200

} B, ledit terme s'écrit

E — I — 3,] )

D’autre part,

a cause de la petitesse de |m], le terme a* m? V2 est négligeable.

Il vient donec

»1‘1_'Hi‘ 25l l‘l,‘fil’riltll-:!IJ I!l‘. I;EI]II[_'-. Un |H_‘|l| llli GIHIJI!L‘I' une furnw

V¥
élég

ante en ¥ introduisant la vilesse de pl‘upug:]tinn dua son A

travers la substance dua Lube
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DANS LES TUYAUX ELASTIQUES. 15
il vient d’abord
wi{Vi—a2)(Ve— L)+ [(1—al)V2—[2]|aVi=0

o

1 I 1 -4 I I 1 1

—.'H—II"';——.—+ _:I.——.r—--— l|r =)

Ve Va2 ok tm? 2 - w52
Il est d’ailleurs aisé de reconnaitre que, pour o =— o, la relation

de Lamb coincide avec celle de Gromeka.

Si 'on llillliillllt‘. ce résultat an cas d'un tube de verre dont
|'{';|;1ir_&.‘:‘nu|||' soit le dixieme du rayon et 1]ui sail |'1'-m]r|i d’eau, en
admeltlant pour |.';|_. | B les nombres

Ey= o092 > 1018 E = 6503 > anlt, B =646 > toll (unités C.G.S.),

empruntés a Everett '-.l.-'-”-'“-'"i et Constanles physiques), les deux
derniers '.'-l'lI'l‘tfa'JN'P[H.i'rllll. 4 un échantillon de flint, on est conduit

a des valeurs de V riui peuvenl s'éerire

« la premiére donne la vitesse des ondes longitudinales dans la
paroi du tube, 'autre la vitesse des ondes dans le liquide ». Mais
par comparaison avec les données de la premiére expérience de
Dvorak, portant sur un tube admettant sensiblement le module
m = ¢; == 0,03, on constate que la théorie actuelle ne rend pas
mieux compte des faits que celle de Korteweg.

:""J |-E:]” [H'l"'fl"['f’ llliJiHP’l' lf'._‘"b n(}fllj'll'ﬂ_-& {‘Iﬂ[ll]i_“h’ lFHl' h]’. 'hlll".‘gi'[- 'l‘i

S \'Oil‘

3 A — 283 = 1
E = —— avec yateri= 2. g &= OEa4AT,
I
7 J a roan ¥ 3
Ey = = avec 1o = 46,8 (A 209 ),
)

E et E, étant estimés en kilogrammes par cenlimétre carré, comme

d'ailleurs & est sensiblement 2.5, on obtient
21
ox* : et o 0307
== = 0, 0707 et —_— = =t
g2 J s It
B. A

Droits réservés au Cnam et a ses partenaires

s .

s am

T

o

—


http://www.cnam.fr/

i 46 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES
it Appliqués & la premiére expérience de Dvorik, avee m = 0,046,

; ces chilfres conduisent a
te ¥ =l0.705u;
" i
mais, puisque o _—l‘ f——1450m:s,ilvient V= 1150 m: s, alors
- F1
f
] que l'expérience ne donne que gg8 m : s, e que les chiffres adoptés
par Lamb fournissent 1125 m : s,
c Fnvisageons mainténant le cas ou la paroi cylindrique esl
a (1'13[r;aiﬁ~'i_‘.|n‘ infinie. On peut présenter ﬁim|:|nmu-m les résultats
4y de Lamb en conservant les notations précédentes.
ik Les équations générales des mouvements d'un solide é astique
souslrait & toute force exlérienre sont, en coordonnées cvlin-
|2 driques, dans le cas d'un systéme symélrigue autour de ['axe
() 1 -
B des = (1):
¥ oA a " da g% 0% T
& (A -+ 2u) — ( - —p—
g R B oz \ G e f >R
X ;
i - A [ ! oa ae ] 0% g
Ak (N B ) —— g 7 et Sl B B
A1 e r o ox / e
i - . 3 . =
o o el = étant les composantes du déplacement d'une particule sui-
vant l'axe Oz et suivant le rayon r, A désignant la dilatation
£ 1_'1]]_Iili|ll’,
* 1 o . o
o A= g o S My o B o
W roor o
Si nous ne considérons qu’un mouvement ondulatoire propagé
& suivant. Oz avec la célérité V., z et ¢ n'intervenant gue par un
i » 2 ;
P facteur de la forme e”'*=Y", an peut écrire simplement
" ¢ i OA ! Oa %
I -J.—E—-).'J.:——.r.ri'r.lr——.w—.:l:'.r.'.':".""'.,_
! \ )= o e =
. [T ! og o
§ (£) mh+a2pjAg = — |F|l=—=—m=z)| =sm2Vig,
1 i rgril o ar 8 T
W
: 1 9
114 ’_\_: = =R T SR

r o or

On déduit immédiatement de 14, en combinant la premi¢re

i1
\

Voir, par I.“U_‘IIJ]]]I‘1 H. HI':.‘n.-U_, T'raité de i“.lri_l'st-g{[i:' uuz.h"er:man‘.fr_l.'rrr'. L. |,
] Di—= 1 D
P- 1 -1 68,
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équation dérivée en 7 avec la seconde,

a2 A T JA / a W2 %
{8) — -———ni.!f[—-_' Yol ==
ars r odr \ A2
Soil :lll_'r'['!':\l,l'"li'l]{' fonction telle que
1 ! o h af
R J— —_— T ] = S
cm2¥e\ dr / dar’

I’élimination de = entre cette relation et la premiére équation (4)
donne

i dA __af da om2V?2 dfy
(h 4+ 2 -—r-—s.in,a\"-"—.—-cm\“(———'—
2 ) ar ¢ dar X ar 1L dar f.JlI ;

ou, par intégration, f n’étant déterminée qu’a une conslante prés
choisie de maniére que f s’annule en méme temps que la défor-
mation,

.

I o Y rq
: ) = i o m? Y2
(A t+o2p)d—pmd3Veif=pm¥V2 o — —

=)

Mais comme la seconde équation ( 4) s'éerit

L i £ oaf )
DpYE e VE | e~ i =pmY¥2ic,

(A ~
, \ dr? roor

on reconnait, par différence, que la fonction f satisfait & I"équa-

lion

g I of [ o Ve L
(6 gl e L TR == 0
o) ori o r = .-Ur

Ainsi, A et f étant délerminés par les équations (5) el (6)

on a

(ralaalene ol 08 2R OF
¥ l| i pm2¥V2 or dar
A7 r -4 A =+ 2L

Les équalions (5) et (6) admettent, pour solutions restant

finies pour r =0, des fonctions que nous écrirons sous la forme

Ko(nr)

(8) A=A

nhy(nea)
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48 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

' K, (z) est la fonction de Bessel définie par

¢ :

' ) ’ 2 T I 32

! l\g{sl=f cos{zshu)du = / — e~ 2| 1 — L
£ N 3 f oz 8z 2! (8z)2

On a |}0ﬁr_".

(g)

A
f_—’—-.mﬁ{f —1)1

v b
el A et B désignent deux constantes arbitraires dont nous allons
disposer pour satisfaire aux conditions i la paroi.

La pression & l'intérieur du fluide, régie par 'équation (2),

i E'!]'F‘Hil 4 la surface interne du LIIIJC, pour r — @, la valeur (3), 'i“i‘
! §

pour des ondes suffisamment longues, se réduit a

amty¥rad

) = — : . T

; S
en posanl

] 4 Ve
f 'a‘fz.r.'a'—‘{---l—q——_l),- o —
i \ !
1 L
e

1 elle est égale et opposée & la tension normale a la paroi, qui a

I'H_'Ill[' {_‘K[)I'C.:i:'silr]]_ { 1 }

1y ar
I = [ KA~ — |2
Pri L : JJI'/‘I"

de plus, nous avons a t'SE:r‘EHlL‘!‘ que, sur un élément de paroi, la
tension est normale, ou, ce qui revient au méme, que le glis-

Bk sement suivant les (#, r) est nul; d’ol la condition

da gt
=g et
dar o

— 0,

Dans cette relation, comme dans la précédente,

: 5 dt am2Vea?
" Mt 2p— = ————— ",
! Ydr vier

remplacons = et 7, en fonction de A et de f, par leurs expres-

+ gions (8) en tenant compte de (5) et de (6); nous obtiendrons

(13 H. REsaL, loc. cit.
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comme conditions a vérifier pour r =« :

3 z 2 9 A

(N 2m) .\([— ‘,)__.._

‘_ pVve p or \

v faVe ¥ I

= 2 msf I: —_ = I) . —=

vg VT y,

i ol i e m“('.a—
pm¥2: dr

substituons-y les expressions (8) de A et de f, faisons-y r = a, et
entre les équations obtenues éliminons le rapport At B dl vient,
aprés quelques simplifications évidentes,

(_-: Ll ’ [(—F e 2:} satiolea) gl f, L+ E:;_‘?_ﬂ}f)]
7 i g

L : naki(na) \ ot
T v T
P (1 pVIh mra?K (la) B ([ L plmiys
= 4 — e e~ | -+ — ]
') taki(ta) \ e

Cette équation, qui détermine la célérité V, peut se stmplifier
yar approximaltion, en lenanlt compte de ce que mic est supposd
I Pl 3 I

rés petit, En effer, |Ca| et |na| sont moindres que |ma|;: de

plus, I'étude de la fonction K, (z) qui satisfail a I'équation

72 K K
g \—I——[-ﬂ—]{.—-u,

dzt z d=

et qui reste finie pour z infini, permet d'établiv que, pour s trés
Ky(=)

petit, est de l'ordre de Log z. Dés lors, les termes de cette

s ' (5)

forme dans nolre équation sont de 'ordre de 3% Log 5, et peuvent

dtre négligés vis-a-vis des aulres termes. Ainsi, pour des ondes
55 )

suflisamment longues, il vient

e miVe uyi=—g,

Pi t ;
* o Y 3 d E,
ou, en remplacant ¥ par m? - — |) et gy pAr —>
¥ \:‘:_ ) 2

Pour le verre, p = vaut & peu prés o,4 E, soil, en gros,

DT T)
10 fois la valeur de E, pour 'eau. Dans ces conditions, la célé-

rité V serait environ les 0,95 de la vitesse o du son dans 'eau.
+Q
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VIII. — Les recherches modernes des physiologistes.

La question de la circulation du sang n’a pas cessé d’intéresser
les physiologistes, et un Tableau d’ensemble, remarquablement
net, des résultats acquis a été présenté il y a quelques années par
J.-L. Hoorweg ('). Nous ne mentionnerons ici que quelques indi-
cations expérimentales et une idée théorique.

L. Landois (*) a donné, pour déterminer la vitesse de propaga-
tion d’une intumescence dans un tuyau de caoutchouc, le dispo-
sitif trés simple suivant :

Un grand diapason, ])Iacé horizontalement, porte, fixée sur uvne
de ses branches, une plaque de verre enfumée, a laquelle un
contrepoids, sur l'autre branche, fait équilibre. Sur la plaque
s’appuie le style du levier d’un cardiographe. La plaque participe
aux vibrations du diapason, et lorsqu'on la déplace devant le
style, la courbe qui serait tracée avec un diapason au repos se
trouve dentelée, l'intervalle entre deux dents correspondant 4 la
durée d’une vibration préalablement mesurée a "aide d'un métro-
nome.

Cela étant, un tuyau en caoutchouc d'environ g™ porte a son
origine une ampoule de méme substance en forme de fuseau,
laguelle est réunie par un court tuyau 4 un manométre 4 mercure
(un robinet sépare 'ampoule du manométre et peut étre fermé
avant de donner I'impulsion dont il vient d'étre question). On
mesure la distance entre deux points @ et & du tuyau, soit 8"; on
dispose ces deux points sous le bouton d'un cardiographe. D'une
main, on comprime l'ampoule, lancant dans le tuyau préala-
blement rempli d’eau une intumescence positive, et de la main
libre, on déplace le support du diapason, guidé par une régle
fixée & la table, dans le sens du levier du cardiographe. L’intu-
mescence, passant en @, souléve le bouton jusqu’a une amplitude

n

maxima et conlinue 4 cheminer dans le tuvan jusqu’a ce qu’elle

(') J.-L. HoorwEa, Recherches sur la circulation dw sang [ Archives
Teyler; 11, t. X, 4* Partie, 1go6).

(*) L. Laxpots, Lehrbuch der Physiologie des Menschen, Wien und Leipzig,
5 Aufl., 1887,
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vienne d nouveau soulever le bonton a son passage en b. La plaque
enregistre les soulévements du style et les vibrations du diapason :
intervalle entre les deux maximum de déviation, ainsi chrono-
métré, donne le temps neécessaire pour que I'intumesecence se pro-
page de @ a .

Dans une expérience de Landois (pour une impulsion corres-
pondant & 75"" de mercure, mais 'auteur affirme n’avoir trouvé
aucune différence de wvitesse en faisant wvarier |'intensité de

I'tmpulsion), la dentelure correspondant &4 0,01613 seconde (7),

On i';ﬁl'lll!lli-'lil ’|"_'J. dentu

3 A ey,
——— — — 11,308 m:s. Le module du tuyau ni le coefficient

42 > o,0113

es, ce qui correspond & une vitesse de

d’élasticité ne sont donnés. Il ne semble pas d’aillenrs que les
H;[]ll()ii!.f"._‘"& :i Hrl‘i!!flc i:L]llI‘Ll_]]‘!_f 1_11I Lll.\-":ill ';lil en auncune iI-LHLJr_',I]C'L‘ sur
la vitesse de f:l‘ﬂ[‘ulgut[rm,

On doit aussi a L. Landois (') un sphygmoscope ¢ gas - sur la
I'J‘tll'Uil {]l}[]l. on veul lJ'.lllC“E’:T' 1(_)."3 i‘]l_‘fi'}]:“:{'.i'ﬂ!:'llt!j o di"I)UEE mne i_'l'f:tit.l._’,
gt‘}n!.l.iifr@ reoversée, [‘lal'Lth cenlrale évidée d'un luyau que Lraverse
un courant de gaz d'éclairage alimentant, & l'extrémité, une
flamme de quelques millimeétres. Les déplacements de la paroi se
I[‘Jl(]ll[iﬁ nt I-J':-Il' i'icﬁ F_]ﬁl'llll'h?! [.iﬂ!lb' 1'1“ f‘:i_'lll'.’ir!t. F_'I, 1_]:}],‘ I_El-_'s ﬁsui”al‘_if_]n,-‘,
de la lamme qui d’ailleurs était photographiée. J. von Kries (2) a
donné une Note étendue sur l'application de cette méthode @ il
utilise les capsules manométriques de Keenig, et il chronographie
les images obtenues dites tachogrammes, en photographiant
simultanément et par superposition la flamme d'une capsule mise
en mouvement l'{":g'lllie[' i-}al' Ln I!Eﬂlﬂﬂﬁf']‘”.

Tout dillérent est le pr‘Ut‘édé de (!hl‘f:tu);‘l'u[:ﬂlie proposé par
H. Grashey (*) : il est fondé sur un principe maintes fois appliqué
depuis lors dans I'industrie et dont nous ferons nous-méme usage
ultériearement. Relions la spirale secondaire d’une bobine de

Ruhmkorlf avec un :-;ph:.—'gmugraphc de telle maniére que les étin-

(') L. Laxpors, Centralblaté fiir die Mediz. Wissenscha ften, 1870, n® 28.

(*) J. vox Kries, Studien sur Pulslehre, Freiburg i. B., 1892, p. 143;8X :
Methadisches iiber die Flammentachographie.

(*) H. Grasney, Zeiteitheilung der sphygmographischen Curven mittelst
Funkeninductor (Archiv fir pathologische Anatomie wund Physiologie vund

»

Jiir Klinische Medicin, herausg. von R. ¥irchow, 1875, p. 530-557).

Droits réservés au Cnam et a ses partenaires

{
i

*

e e U s 5l e R

o T —


http://www.cnam.fr/

Sip Tt T R
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celles jaillissent entre la pointe m.'-.l,a”ir]ue du style (isolée du
reste du sphygmographe) et le métal du cylindre tournant enre-
gistreur garni de papier noirci: ces élincelles percenl ce papier
en laissant une trace trés nette de leur point de passage. Inter-
rompons d’autre part le courant primaire de I'inductenr au moyen
d’un diapason : nous aurons par seconde autant d’étincelles sur
I'enregistreur que de vibrations exéculées par le diapason.

Le procédé appelle de suite un perfectionnement, car les séries
denses d’étincelles correspondant aux lents déplacements du style
produisent des perforations formant des lignes quasi conlinues,
€t, par suite, impossibles 4 dénombrer. On emploie alors un
dispositf supprimant deux étincelles aprés chaque groupe de trois

étincelles, par exemple ; an groupe donnant un tron correspond i

trois vibrations et un intervalle non perforé a deux wvibrations.
Pour les déplacement rapides d’ailleurs, les traces des étincelles
da grou pe se séparent. L'mil apprécie exactement les trous corres-
pondant & trois étincelles, a deux et & une; on estime a vue la
position des piqfires supprimées lorsque la vitesse de déplacement
s'accélére assez pour fractionner le groupe.

['avantage essentiel de la méthode est de permetire de chrono-
graphier d’une maniére identique des courbes tracées par des
enregistreurs dillérents.

H. Grashey n’a pas tiré grand parti de son procédé an point de
viue de la détermination de la célérité des intumescences. Mais on
lui doit, d’autre part ('), une longue étude qualitative surla produc-
tion des mtumescences (par addition d’eau, par refoulement a la
pompe, par écrasement, par ouverture de robinet, par ligature);
la forme, la réflexion, les interférences de ces ondes. leur répar-
tition dans des conduites hranchées donnent liea & 'enregis-
trement de 230 tracés, intéressants pour les physiologistes qui
trouvent dans ce travail application la plus suivie de la
méthode de Marey; malheureusement les expériences ne sont ni
assez simples, ni suffisamment définies pour que nous en puis-
sions rien tirer.

En outre de ces procédés ingénieux d’expérimentation, on

(*) H. Gnasmry, Die Wellenbewegung elastischer Réhren und der Arte-
rienpuls des Menschen splyremographiseh un tersuche, Leiprig, 1881,
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trouve chez des physiologistes Lels gque J.-L. Hoorweg (') et que
J.von Kries (*) une préoccupation théorigque ; 4 savoir de justifier
I'amortissement des intumescences par suite du frottement sur la
paroi el du frottement intérienr du fluide, plus grands pour le
sang que pour l'eau (le coefficient w du dernier frottement, qui
pour l'ean want o014, dlaprés Helmholiz, vaudrait pour le
sang 0_{).")'_7__ :rapri-ﬁ Ewald)., Les essais de mise en compte de ces
¢léments sont restés infructuenx. D'un cdté, tandis que Hoorweg,
s'inspirant de Korteweg, part bien de I'équation de Navier,

dri dp o2 u

L s ox g Ve

J. von Kries part arbitrairement de I'éguation

i d

5 £ — gt
o dar LEee

7 élant un coefficient de résistance dont la détermination n’est pas
donnée. D'un autre cdté, il ne s’agil pas ici de petits mouvements
oscillatoires périodiques, mais bien d’intumescences de Weber.
Le probléme, mieux posé, sera traité par nous ultérieuremen

(§ XII).

IX. — Le coup de bélier dans les conduites hydrauligues d’aprés
N. Joukowski (1898) et ses successeurs (Allievi, Magnus de
Sparre, Neeser ).

Lorsqu’'une colonne liquide en mouvement dans une conduite
subit un arrét plus ou moins brusque par suite de la fermeture du
robinet d’écoulement, le fluide, devant l'obstacle, se comprime,
|p||i.~= se détend et transforme son énergie 1_'1'111'-I.E€_il[:‘: €n une surpres-
sion exercée sur les parois el a ppelée coup de bélier. Cet accrois-
sement de !_1I'C.~'-Sil']l'l.| ayant lien dans un temps trés court, [_n'f::‘.ld le
caractére d'un eloc qui peut aller jusgu’d la rupture des luyaunx,

comme cela s'est vu souvent. Ce nom de « coup de belier » a été

(ty J-L. Hoonwea, Kaoperimentecl ondersoek omtrent de Deweging van het
Bloed { Koninkl. Akad. van Wetenschappen te Amsterdam, 1888, Deel XXVIIIL,
Ar, § B, p. 14 et suiv.).

(*) J. von Krigs, fog¢. cif., Note I, p. 127,
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LT ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES
donné au phénoméne par analogie avee le choe qui se produit
dans le moteur dit slier hydraulique.

La détermination de la surpression presque subite per¢ue par
les parois a depuis longtemps préoceupé les ingénieurs dont les
eéssars de calcul furent au début empiriques ou semi-empiriques et

dont les premiéres expériences furent mal conditionnées (elles

portérent sur des longuears trop faibles de conduites). Il convient
pourtant de citer les noms de Haecker (1870), de Castigliano (1 Br4),
de Michaud (1878), de Church (18go), de Forchheimer (18g3),
de Stodola (18g3-18g4) et de Frizel (18g8) ().

Ces recherches furent tout & fait dépassées par le travail a la
fois théorique et expérimental de N. Joukowsky (2), professeur a
'Université et & I'Institut technique de Moscou, entrepris 4 'occa-
sion du projet de distribution d’eau de cette ville. en 1897-18¢g8,
avec le concours des ingénieurs du service de la distribution d’eau
et notamment de M. O. Simin.

Joukowski admet, comme Korteweg, 'hypothése des tranches
fluides et I'indépendance des anneaux é

émentaires du tube. Si
nous conservons les notalions du ]_uu-agraplu_: V. ses dquations sont
'équation d'Euler

el o
(L) £ = ! »

di dx

et I'équation de continuité qui s’écrit, comme on sait, pour un
tuyau de section variable s,
d . L o dit "

(- — (D18} + —(pistt) = o ou — + — Logg; s = o,
T v E L dir T RN i

s est donné par la relation empirique

% A50 & S0

K

(') Poir, pour les indications bibliographiques concernant ces travaux dlap—
proche, I'Eneyclopédie des Sciences mathématiques, édit, frangaise ; IV, 23,
Hydrawlique, par Pu. ForoUHEIMER et A. BoULANGER, §13.

(%) N. Yourowsky, Uleber den hydraaliselien Stoss in Wasserleitingsrihiren
( Memoires de VAeadémie impériale des Sciences de Saint-Petersbourg,

8t série; Vol. IX, n° 5, 13 mai 1898, p. 1-71). Analyse en anglais par O. SN

{ Proceedings of the American Waterworks Association, 24° Congrés,
Louis, 1go4).

Sainl-
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o) étant la densité a la pression atmosphérique p, et E, le coeffi-
cient d’élasticité cHiﬁ({liL' de l'eaun. De IJIU:*, si le passage de la
pression de la valeur p, a la valeur p entraine pour le rayon
initial R, l'aceroissement R — Ry, 'équilibre d'un anneau ¢lémen-
taire de la paroi d'épaisseur e fournit I'équation
. R—R,
(p—pi) R = I;r:T'a
1{%]!1_‘; I.;lf_l”i_‘ll(_'. o l,'l(_'ll‘- :lE'II}T'\"_"L';lllﬁ!i\"l:frr]f.'rlt :I"L'Irl'lrl';litl"[‘ an F]l‘{"”lif.‘l‘
membre R par R,. Ces deux relations donnent

)

o8 R ol l., [ =+

P — po Ro'\?2

E e

'} \ s

» — Do /[
B Ee)

oun encore, én ne conservant gque la IJ;lI'l[C Pt‘iucipalle du second

membre, en égard aux grandes valeurs de E et de E,

= LD ™
' i 2 Ro iR
s =mmRias® 14 — <+ (p—ruil. # P
o1 i el | E; £ il a3 } s pr 8
3 - T 4
5 (o B LIOTHEQUES
Si done nous posons \ Fi
\. -’Jﬁ,
o 2% 2 Rg pf Mo 5%
RITHE, TRE P -

nous aurons, en ne gardant que le terme principal du dévelop-
pement du logarithme,
of d P — Pa\ I e

rd
Logg,s = —log[ 1+ = - -
't BRi? ot & { o] tof ) pyw? et

Ainsi les équations (1) et (2) deviennent, p, différant extré-

mement peu de :‘:,
)
, el dp i R I dp
O e i — O, e sl — - —_ = 0.
E1 o T di

- : ' . e : . ! 4
De ces equations, ou le symbole = represente | operation
- ¢

o] o o S0 [
5+ ¥ 3= on déduit immédiatement
f aae

P e . o . :
dip=leu)= iz (PFeivu) [de = (w - u)dt],

les signes se corrvespondant. Ainsi la fonction p — p{ wu se trans-
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porte le long de I'axe de la conduite dans le sens positif avee la
célérité w — u et la fonction p g} wu se transporte dans le sens
conlraire avec la célérité w - u. Ces deux célérités varient avec i,

: ) ) W e
g mais l'auteur observe que, dans la pratique courante, — n’esl que
(£

quelques millitmes : on peut dés lors trés sensiblement substituer
la constante @ & w — 1 et w = . Il vient done., en appelant e, la
vitesse d'écoulement a ['état de régime lorsque la pression tout le
[Ung de 'axe est Po el en posanl p:;l’g.v [::t' qui traduit la
pression en hauteur de charge),

k_‘l"—'_?"-:}: l"(;_fz:] 27 ||g—-—~:I_‘-.
(3) \ : = ' J
| v f N wd i

On a, en écrivanl cette derni¢re formule, char

gé le signe du
premier membre, parce que l'on convient maintenant de |_-T.mvr
Vorigine des # vers 'extrémité du tuyau, de compter les & positi-
vement vers l!_' [':_'::'Ll_‘l‘lt’:;[' et r](_: (_'.I_III]I_ltl'_"I' l:i:*f']r"“il;l[ll, |1_r5 "jlﬁ::ses |'|n_-ai—

tivernent dans le sens de 'écoulement. Les fonctions arbitraires F

q et ', de l'intégrale générale restent a déterminer par les conditions
initiales de I'écoulement et par les conditions aux limites,
b La célérité w n'est autre que celle de Korteweg; nous donnons

B>

ci-dessous sa valeur mil‘ll{.".l'ft’]llt': pour les qualre conduites en fonte
sur lesquelles a expérimenté Joukowsky, en y joignant les élé-
menls

ctéristiques de ces conduites (le pouce russe vaut 2°™,54

et le pied = 12 pouces vaut 30°™,48).
Numéros. Diamétre 2 R,. Epaissear e. Longueur. Célérité w, Produit p!w,
pouces cm pomce pieds m pied : see

s e 2 = o,0508 ! 2494 = 760,15 1424

- 4 = o0,1016 1050 = 320,15 j228

< 1 L 6 =0,1524 1066 = 324,91 4116

45, 5. 28 "=0;,6000 7007 == 2135 ,0606 2ggh
-4
t JDIII{UWSk\' Cn‘rnllﬂf:lt.‘ la théorie '}‘r‘qi.(:t"{'it"nlc par ricu\; 4_1|:_:-ar:r-

valions.
D-IEI'H-_" li:-]!'l.] iI i|_l.§li[1f‘. ]‘.illf]fl'l)l,‘[li_il'l'[ll_,'.l_' ESIII_}PHJEH:!F_' LlL_":-_-'L anneaunx I.IC_.'—
mentaires dn tube en nolant que dans la prutiqmz les conduites
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sonl du moins formées par la juxtaposition de nombreux segments
+,"|H:-'1I'u{ue.-? de |-;mgllr_-.[[r finie.

D’autre |_1:_3.rl:, il montre lj-'dl' I L:‘.'ifrl].l{;lq_' nu:ndrith qllc les

forces d’inertie néglig des éléments du tuyau en mouvement
n'introduiraient dans le calecul qu’un terme négligeable. En effet,
leur mise en compte donnerait, pour I'équation d’équilibre dyna-
mique d'un demi-anneau,
Ee 9t R
P —pPo= == R—Ry)+pe
R§

» [P F

e €tant la densité de la fonte. Pour une fermeture durant

0,02 seconde (comme a peu prés dans les f;x}_u"l'it-utf’z- en f[ucsti{}n ¥
A e R _2(R — Ry) i .

ona, comme limile supérieure de terat e hgoG E\R — Ry,

o2 (O,02)%

et, par suile, le rapport du second terme au premier n’excéde
Sooo o R3S
tout & fait insignifiante devant 'unité.

1A S . soit. pour la conduite n® 1. o,00000028, guanlité

Joukowsky détermine encore le plus grand accroissement P de

la [nrcﬁsiun, durant le coup de hélier, en cxprim-.ml. que, pour une

LN - F 2 E
- oinRylu; a été

longueur ! de conduite, I'énerg o

e f.'luu‘.-tir!uﬁ
transformée en travail pour dilater les parois du tuyau et com-
primer 'eau ; les deux parties de ce travail seraient

~ R

: o F"_ dpy
o7 Bo d i (p — po) dR et nR§{ f (p— pPo) ——2

=i
v ol n o |
Ky - P

les variations du ravon et de la densité étant lides A celle de la

wression par les relations
I I

@ =k Ee
p—pg =B, B2 FL = " (R — Ry},
P o i = i b
ce gqui donne
1 ~Patl pa : AP
5 gimRYlut=10onRol I B "' (p—po)dp—+=REL f -}:_-;{p——p,—_,}uf‘n
w g A “ng G
= ~mRE( ’I—‘ e L P
ou enfin
P = ol wik,.
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Ainsi les produits z%w de la derniére colonne du Tableau preé-
cédent seraient les accroissements maxima de pression par unité
de vitesse amortie. L'auteur retrouve le méme résultat par l'appli-
cation du théoréme des quantités de mouvement,

Enfin Joukowsky étudie la forme théorique du diagramme
représentatif du coup de bélier aux divers points du tuyau
[(*nurhe (£, ) pour une valeur donnée de zf,"en partant de la loi
de varialion, supposée connue, de la vitesse & l'extrémité du
tuyau, d’aprés le procédé de fermeture., Nous obtiendrons pluas
loin des résultats :'::Iuix-'.'i]f‘nlii par une méthode n];u|‘_\'lirint‘ f:lu-i-
commode,

Les conduiles expérimentées étaient posées sur le sol de 'usine
élévatoire d’Aleksjen; les trois premiéres partaient de la conduite
magistrale n® 4, et chacune des quatre se terminait 4 un puits
par une vanne a coulisse dont la brusque fermeture était produile
par la chute d’un ]auin[.n"

Les instrumenls de mesure !,'.I_I-II]]II‘{-'!‘[}Ei'iF-”I_ ;1Y onge manométres
Bourdon distribués le long des conduites et donnant Uintensité de
la surpression produite par le coup de bélier; 2° trois indicateurs
de pression Crosby, dont les diagrammes étaient chronographiés
|"]<-5t"l|'il|L|+~nu*t|l a Ia demi-seconde; 3° un l'l'['”””:-""-"I-?IH' de Marey
(]if['ﬁﬂ-ht—r! dans |t_‘ batiment 4||'_‘_'-'- |1-<|1|]||:_‘..\' el rehié {-'!q,:'ﬂl'.lr'il||_|_u|n{'|_11 avec
deux manomeétres spéciaux, servanl 4 délerminer directement la
céelérité de l'onde Eﬂ'tr‘-:-'-inn {ce (]I‘h]ll'i.‘i-l‘l"li‘ donnait des lectures
4 - de seconde); 4" des tubes de Pitot. [’agencemen! général
des instruments étail emprunté aux indications données par le
professeur Carpenter (') pour des expériences exécutées par des

125™

étudiants du Sibley College sur des conduites de 5o™ et «
Deux méthodes furent employées pour mesurer la célérité de
I'onde pression.
Dans la premiére, en deux points d'une conduilte distants de
700 pieds el de 1246 pieds, on disposail les manométres (37) dont
index, m@ par la surpression d'un coup de bélier, actionnail un

signal devant le chronographe de Marey. Les résultats furent les

(') B-C. CARPENTER; Some experimenis on the effect of waterhammer | The
Engeneering Record, Yol. XXX, 1894, et au
Trans., Vol. X¥, 18g4, p. dro).

si, American Soc, Mechan. Eng.
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suivants, u, étant la vitesse de l'eau en pieds par seconde, el 7 le
temps en secondes du parcours des joo pieds pour la conduite

de 4 pouces et des 1246 pieds pour la conduite de 2 pouces.

Tuyauw n* 1.

Wy=— 3,07 1,80 1,80 o, 80 I,54
T. =0, 300 0,302 O, 207 0,207 O , 30
Treyean n® 2.
tg =108 4456 3T 3145 4,0 3,9 byl 30 0y
T 010 ey 100 0,140 0,180 e, 140 0,160, ©,165 o;1901 (0,180
Moy. r. .
pour e tavan 0 Lt oss R e £ Ty 1155 |%i.(?1l~5 : SeC.
» o G DA PP o 4242 1

Dans la seconde mélthode, on utilisait le procédé de réflexion
de Webher, et I'on considérail le temps écould |[t-!n|i:i le début du
relévement de la ll]‘l’.."-:‘-}[('!]'] en un ]_1:_1[11[ jllh{lll-‘dll début de la dimi-
nution ultérieure de la pl‘{-.-;r;inn en ce point comme l-"..'__',a| au double
du temps nécessaire a 'onde-pression pour parcourir le troncon
compris entre le point considéré et le réservoir d’alimentation ou
la magistrale (encore que la réflexion ne s’y fasse pas avec la régu-
larité presque obtenue dans les expériences de Weber). Voici les

résultats obtenus a I'aide des diagrammes des indicateurs Crosby :

Numéra Longuear
du tuyau. Durée. parcourue Erite w,
s pied : soc

o B o AR 1,14 4373
3. 2 o, 76 4316
kR 0,39 4213
s = L 05 50 4200
SRcooy s e A e ¢ f100
Rt nneiersiaey, {.23 3313
e R o, 1t 2333

Les indicateurs Croshy faisaienl aussi connaitre la 111‘1?:‘5i(ln

maxima, Voici les.résultals pour diverses vilesses :

Tuyarw n™ 2,
Wy =10, i 1.9 2,9 343 N 0,2
P = a%Mizs 4,35 7,8 3 353 15,85 35,45
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Tuypaw n° 3.

o= 0,8 1,4 1.0 3 4 2,0 7.
P =3 6,1 -2 I3,1 15,4 25,2 20

Les onze manomeétres gqu’on répartissait réguliérement le long
d'une conduite (& intervalle de 140 pieds pour le n® 1 et de
70 l']il:['lh‘ pour le n® '2_‘] 119]'r'nt‘t1aiunl, de déterminer la !Jl!l:-i _f_r:':'lmlr-:
pression aux divers points du tuyau. A part une irrégularité
notable qui se congoil 4 proximilé de la conduile magistrale, le
maximum n’est pas partout le méme el ses variations sonl assez
irréguliéres. On en jugera par les chiffres suivants (pression en
atmosphéres, desquelles il y a a déduire la pression dans la magis-

| l'alf.‘_' __i‘:alne ' 5 _";

Tuyaw n® 1,

Wo== 3.3 oSN 0) 1 B 18 20 25 23 28 30 22 ¥
o= 4.4 P = 23 a5 24 30 3o 33 32 3o 28

Tuyau o 2,

=4 il =t 23 23 23 %3 27 a1 23 23 2%
Wy =" Pin = }d 37 48 3= 36 48 38 38 45 38

Si I'on compare les résultats de la théorie a ceux de l'expérience,
on reconnait que, dans 'ensemble, il ¥ a une concordance satis-
faisante, notamment pour les célérités.

Ajoutons enfin que Joukowsky s’est occupé de latténuation du
coup de bélier par l'intercalation d'une chambre a air sur la con-
duilte, en avanlt et a pt‘t'alin‘:ild de la vanne iul,c.['rl.1l‘.-l.:.'it‘.e. Mais c’eslL
la une question qui sort de notre sujet, et pour la méme raison
nous ne disons rien des essais de M. Rateau ('), dont le point de
départ consiste a4 admettre que l'influence de "é¢lasticité des
parois et de la compressibilité de 'eau est remplacée par un sup-
plément attribué au réservoir d’air.

La théorie l}m_".t:e_'!d:_'ul.e a ¢Lé exposée sous une forme trés ana-

logue, mais avec quelques développements analytiques d’appli-

(1) A. Rareau, Theorie des coups de belier et regularisation des turbines
precédées d'une longue conduite (fRevue de Mecanique, t. VI, 1goo, 1o sem.,

p- 5dg=561 ).
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cation, par L. Allievi (') : le travail de cet ingéniear, plusieurs

fois reproduit, vulgarisé par diverses conférences, a vivement
i

altire |-':III.L‘.I1E.J'{J-11, d’autant que le ;'ri'oiﬂf}tm} trailé se trouvait alors
étre d'actualité. C'était en effet I'époque (1gor-1go4) oi com-
mencaient & se développer les installations de turbines dans les
pays de montagne : I"alimentation s’en fait par des conduites de
grande longueur, et l'onverture on la fermeture du vannage, en
vue du réglage, donne des coups de bélier qui, eu égard a
I'énorme masse d’eau en mouvement, peuvent étre dangereux et
génent singuliérement le réglage automatique. De la la nécessité
de savoir calculer Pampleur de ces variations de pression afin d’en
restreindre la limite supérieure,

Nous allons, avec L. Allievi, analyser les phénoménes r]ui ont
lieu dans une conduite dont le débit est réglé par une vanne
d’extrémité, tandis t]il~i‘i I'autre bout la charge esi supposée cons-
tante grice & la présence d'un réservoir. Sil'on admet que I’écou-
lement a lien 4 'aiv libre, la charge 3¢ sera nulle a llorifice du
distributeur.

Désignons par U (¢) la vitesse moyenne d’écoulement & Lravers

cel orifice, & I'instant ¢ du régime troublé; en allant de la section

origine des ahscis

s & Vorifice, on a, d’aprés le théoréme de
D. Bernoulls,
u{o,t)+a2gyio,e)=Ue)

et, a |'érat de 1'1'-;'irm', celte relation donne

ui—+—agye=Us.

Appelons A (¢) le rapport de 'ouverture du distributeur 4 un
instant quelconque & son ouverture o a 'élat de régime. La con-

dition de continuité donne, aux instants o et ¢,
wys = Wy o, (o, 2)s =U(t)hs

el, comme les premiers termes des équations ci-dessus sont négli-

(1Y L. Avvievi, T'fidorie generale du mouvement varie de UVeau dans les
tuyats de conduite (Annali della Societa degli Ingegneri ed Architetti ttaliani,
déc. 1gor ; trad. franc., Revue de Mécanique, janvier et mars 1gor); Conférences
de Pauteur a4 la Société d'Encouragement pour I'Industrie nationale & Paris, 4 la
Société poor le développement des sciences prés I'Université de Grenoble ; Résumé
de celte derniére conférence dans la Houille blanche (1905).

E. 5
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weables devant les seconds membres (&, est & peu prés de ordre

du dixiéme de ¥;,), il vient

4 T
C4) H:r:..".—a'.n’-'..!,.;" -
; Vo

l.e cas ou la réduction d'orifice est réalisée par une vanne
d’étranglement est un peu plus complexe : on y reviendra plus
|=_1fll.

Nommons enfin, d'une maniére séncrale, valeur du coup de

bHélier 4 un instant ¢ dans une tranche d'abscisse = la surcharge

¥o—= ¥ [:lI[‘l'(.‘.‘-i_rt]lllli]tlli". mais nous considérerons surtout la valeur
i - o
your & — o et la dénolerons £ ou 29, C :
5 o
o a9 _‘ = (0 &) — Yo = Fi f) — Frll' ol
Cela posé, partons de l'état de régime et, & linstant ¢ = o,

diminuons Perifice du distributeur. Par ce fail, naissenl une sur-
J'nr'l':'.-'u.-il'(jll I'l]ll-u' 0 moins |r|'l'|-3'f||]{‘ et une réduction de vilesse en

amont ‘Il.‘- J:I. :51"C'=I'f.1|| jllili-.lli!. li_“*i[lif‘”:'h' 15 [H‘[)l]'r'l{,]"!"ll[ if‘! ]11]1{_: E]C Ii'l

conduaite avec la célérité w. Clest le coup de béiier .s'f_.rrr‘rn"r_-.' o
-{EJ_.!'{"{_:E', I..l‘.'ll'l'l'll‘?'s les E"Illllll-lill['l‘i du P]I{"‘.ll(!}'{l&!]t’,“ la |1ra'|11'¢'[g‘;|_[ie'}n ne
peut, au moins au début, seffectuer que dans le sens des =

I'un-'ilil‘:-‘. et les :’u[unli-ln.ﬂ {3) se réduisent a

i i o i
(5) v —ys=F(t }a thy o = Fle——);
= \ (3] ek y LIFI

le rapport de la surcharge 4 la vitesse perdue est donc constant
dans tonle seclion et a Loul instant.

[La perturbation alteindra le réservoir au bout du temps /: w,
{ étant la longueur de la conduite, el v provoquera une réaciion,

i:ﬂllll_‘.“l_‘ mellra |t". |r'HIilh |'F.‘EIJ' |H'}Ilr1 |::1]'('Illll'i1‘ |ﬂ Ef[*le[IJ‘l.t". en sens

inverse et |'r'jf.lint|l‘€? la section initiale, et le lemps ( l—=z):w pour
]'1‘.it]illtil'f’, la section d’abscisse . DPar suite, pendant le temps
aliw=—rT pour la section initiale et i, o f — ?) =1 — (I w)

pour une seclion quelconque, le ]}IIL"I]G}T]][‘_‘.I'J{_'. esl |'t";g,'1' par les equa-
tions (5% 1 elest la plase du coup de bélier simple, durant
Ljfiim”c la plus grande valeur de la surcharge a lieu pour it — o el

Wiy

E5L Y, —+ s accessible si la fermeture compléte durait moins
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de 7, mais 7 est trés petit, eu égard 4 la grande valeur de w pour
les tuyaux rnu'-l;‘:HLq;u_w-.

Le point fondamental est de déterminer la fonction F connais-

sanl seulement :f.[.l‘"l: i1l suffit pour cela de |‘L?t|1=}[:u;i'|' dans (4)
Yio,t)etwu(o,t) par leurs valeurs déduites de (5) : cette fonction

se lrouve définie par 'éguation du second degré

(T3]

- = . € .
e ! ﬁllill'!'ii'll!'!' AT e ']:II'I.H |<'I seclhion

Pour une wvaleur

d’abscisse X, 1l v a heua de tenir t,‘u-r'|1||1_i."- de la réaction due au
l‘l"—-l_‘r'\ch[‘. li“l'IIL!]l{‘ s :ll:lllil‘t‘.?*!l_' ll.‘l rune ]n_‘l'Ln]'lJu[l_uﬂ se Ejl'tl]'n'rlj_;a_“(lllt
e

vers 1'orifice d'écoulement. Le phénoméne, entre les inslants © — —
Lo

el :-'_':—E- forme le contre-coup de bélier et est I'Q-i__:i par les
|'-|]1i'dli+_lll~- (3) v::u:[\|('t-'.~. conlenant les fonetions F et F,.

\ |‘l..‘ll1l<l|it.3]'] (4) d’¢écoulement a travers la vanne, on lir;iul. alors
la condition que, dans la seetion d'embouchare, potit''a=1{, la
i'll'.jl‘.'_'"il esl constante : ceci suppose que |<,‘ 1!1l\';tn est ;i]it\lr_-rtii'- par
un reservolr dont la masse est assez j_:'l"ranu]t- pour que les pertur-

bations hydrodynamiques de la condunite ne puissent modifier la

t‘h.:r'_;.:e initiale JYo que de qu:u:lil.ﬁ.—s ill:ﬂij_;l:iﬁ.'mll_‘s par :|':||L|1ur'l &

elle-méme.

['identité en ¢,

i { ;
éniraine; en posant L +— —~=— ¢ + —»

en sorte quon a (én supprunant laccent du parameétre £) darant

I.'l ['lr"l'l[fhlf_' T 1|I]f_'. Iill’l'i' IP r‘-:'l[l|l'l‘—i",r']lIF!

Y — Y= |‘_(I rr. || — i"(-' = T ;
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La condition (4) donne alors, pour déterminer F (¢) quand ¢ est
compris entre T et 2 T

& ; = . L 7 F(e)— F(t—=)
H.._'_[F{_r'u—a—E'l_e‘—':_]j:ur..i.!i:-\___f LR A S E, i

(0] o

F(¢) est défimi par la résolution de cette L'-quuliun du second

degré, ot F (¢t — =), fonction relative & une va

eur (]l‘! l’:—]l'."_'llll]-r_'tll[.
inférieure a la durée de la !u'::nl.if!rf'. ['JIIE’IF-{‘.. est fournie par l"{-':qu;l-
tion du second degré indiquée plus haut. Le coup de bélier est

pour chacune de ces deux périodes
Ei="F (1), Ea=F(t)—F(¢t —T)

La méme méthode de calcul s’appliquerait a la détermination
du coup de bélier de la période suivante, allant de l'instant 2 v &
Pinstant 3=, et ainsi de suite jusqu’ad la n'*®* période, allant de
'instant (# — 1) = 4 l'instant n=.

On doit & B. Neeser (!) une intéressante veérificalion Uxi_iél'i—
mentale des résultats précédents, faite en 1go6 sur une conduite

de grandes dimensions alimentant des turbines Pelton.

A la vérité, le tuvan est ici incliné sur horizon d'un angle #

2 > D ’

alors que la théorie précédente le suppose horizontal. De ce fait,
'équation (1) doit étre complétée par l'adjonction au second

membre d'un terme

g sin =, 1|I]-1_}11 fera -Ii.-'-[mraftl'f.' en prenant
ultérieurement comme inconnue, au heun de la fonctlion ¥ la
fonction Nt sin a. 1l suffira des lors tJ.EjLH_Il,E’I' au second
membre de la premiére formule (3) le terme — = sin . Mais ce
terme est sans influence sur la détermination du coup de bélier
pour la section initiale @ —o0 : la condition analytique relative a
I'embouchure subsiste en eflet, puisque, maintenant, pour @z = {,
B t—0 et ¥a— 1 sing.

Une autre difficulté vient de ce que, pour un tuyau inclinég,
I’épaisseur des parois décroit de bas en haut : w n’est plus

constant. Il faut se borner & I‘:t‘endru une valeur moyenne et

(') R. NEESER, Coups de belier dans les conduites : résultats d'essais et véri-
théories de L. Allievi ( Bulletin technique de la

fications expérimentales des
Swisse romande, 1o et 25 janvier igio; Revue de Mécanigue, 3o juin 1g1o,
t. XXV, n°® 6, p. 540-592).
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R. Neeser adopte

Pour la conduite considérée, ot les diamétres intérieurs varient

a

de om,g3 &4 o™, 82 et les épaisseurs de 4™™ a 23mm  Neeser

+ 2 R, r F ry % a3

obuent : moy. — — 94,5, et, en prenant B =101 = 10" ke : m2,
. & - 5

E—=2,15 > 10'® kg : m? (acier doux), il trouve w =1035m:s.

Celte approximation semble justifiée par le résultat d'un
premier essai portant sur le coup de bélier dua a la fermeture

compléte d'une vanne. La longueurde la conduite étant I = g70™,

la valeur théorique de la double ln;“'r'indp esl

AT = 'Ji I" = i .F_Trl = 3*. 75
(] | (alse]
alors que la valeur déduite des mesures est 2 7 — 3%, 63.

[’essai principal concerne le coup de bélier créé dans la con-

duite par l'ouverture compléte, en 2 secondes, du distributeur
d'une turbine, de maniére a porter le débit de Go & Soo litres : s.

Comme le rayon moyen de la section est de

o™, 435 (. 0,435 = o™, 5045),
les vitesses de régime correspondant aux deux débits sont
o,0b0 o, %00 np
Upg— ———= — 0,1000 I rsec, el iy — ——e—1,0234 Il . 5€C.

0 .__fu‘;-’; 5 o,5945

On suppose que 4 (t) est une fonction linéaire du temps, et, en
exprimant qu’en 2 secondes le débit est passé de o' a4 8oo!, on
obtient () =0,001 23 -+ 0,0070 ¢.

Enfin, la hauteur de chute étant de 345™, on a pour la section
initiale = 345.

On peut, avec ces chiffres, calculer les éléments qui définissent
le coup de bélier : on l'a fait de 0 4 16,92 secondes, a des inter-
valles de temps égaux a *:f—f-_ 0*, 04, et les résultats sont con-
signés dans le Tableau suivant (p. 66 .

Pour reporter les charges j sur le diagramme des pressions levé
dans la tranche initiale, il y a lieu de les corriger de P'influence de
la perte de charge. Quand on passe du premier régime au second,

le diagramme accuse une différence de charge de 20™ environ;
o] o b
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par suite, ('Iliiillit_' valeur Vs 1_-1_'”1‘4_-.~'lmn|l:|r|| a4 une vitesse i, doit

a B g L= . ; -

etre corrigee de 30. ——- Les [:HIII.HH |'-:'1+rr.-t'-n|;il]lw' |‘t_’||u|'!:_'~' sur
1 .35%

le diagramme, apres correction, donnent des cotnecidences remar-

llllill_llL‘ﬁ.

| |
| | 5 ! |
- s ¢ | i " |
£ At ML | | I LY F — <. ¥ i
1 [
Bty ol s (1] bada ymiy | | T Gl gy [ o
8 | 1 it m:s
0 0 0, 00023 |\,|F||l__|| 0 (4] 3450 0,01
0,94 | 0,94 0, 00837 T.i‘ljf]'_l_l — 55,6 ] afg.4 | o628 |
- | 1 ;o . |
( 1,88 i O, G 0,01551| 26,214 1020 o 200, 0 I, ok
| o, g4 o,01043] 20,423 — = = B h B el 1.318
%% [ ' ¥ F )
.04 | i —_ il,.‘-’ — ik !:rln_p,'l_ I, 406 |
0,94 " | [l=— BIL,§ 72,71 330 ,2 1,33
r | - -
0,44 | — _:-‘:ZJ', '
A | " 3 -
o044 | ] {=is ¥a7 D I
|
T 0% 0,94 B 37L,1 T ¢
B, 40 o,94 | ¥ ) - 3409.:9 | |
i ; Y= & |
4, 40 OO0 | » i — 32T 0 ' |
11,28 I,88 ) — 3560 1
13.16 1.88 a — 3375 1
: ‘
| 15,04 1,88 2 B = b :
N
i 16, g2 1,88 | o,01643) 29,423 — 41,8 I
i L 1 1
Chservations. — Injecteur ouvert aua temps ¢ =

400 _ Lt
= !
e T L S — - S — — |
e e N e |
200 = | I|
] IR WA B R & 7 8 g .
| Lengueurs el g 4
Echelles - ez A § B o iz b 8 iE -0 Jecondes
[ Tamps |

Le dispositif expérimental se réduil 4 un manométre enre-
gistreur de Richard, dont le tambour, préalablementisolé du mou-
vement d’horlogerie destiné 4 le mouvair, est entrainé par un
l:lulljr'lni:l.l'u de Horn, le tambour de ce dernier '.'J.jl-pzu'f-.il élant
reli¢ an tambour du manoméire par une ficelle d'indicateur. Ce
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mode d’entrainement n’assure pas le .-'-L\"]'.I.l"h.l'ﬂ']'l.'li.'*':n't{.' parfuil. entre les

mouvements des deux tambours, et cela suffirait 4 expligquer le

léger décalage de la ligne enregistrée par rapporl a la ligne théo-
rique.

[D’autres essais, effectués en rgoy i 'usine de 1"Ackersand par
les ingénieurs de la maison Piccard, Pictet et G*, & Genéve, ont
aussi donné des coincidences tout a fait J'q:rl|;|i‘u‘|l|:i[3]€=.~:.

L'inconvénient de la méthode de caleul d’Allievi est la résolu-
tion d'une chaine +|‘11:E|1:11i-'111:~' du second degré : on doit &
M. de L‘;pall‘l'r’ {1y an ['Jl'm‘(’.ule'- ri-.-apf.-i'nxhll'(ltinm -||JE I'évite el tlui
conduit & des formules générales trés simples, d'un emploi facile.
Le [:uint de |_lr_3l'jg|r|_' consiste a 1':_~m|1|:n'1"1‘ dans le second membre de
chacune des équations en question, avant sa rationalisation, le
radical 1+ o par 1'a'-.x|1[‘t'r:i~'-3inn e %, o étant Lrés F'Jf‘.l.ir. Nous
renverrons ]J--’!lll‘]{' détail et les ;||;|J|i-':|linn- a4 notre f.-{]-’ff}‘ratu-"'f‘g!!(?
générale () (t. 11, Sect. 111, Chap. V, § 2-5).

On trouvera au méme endroit 'examen de la fermeture par
vanne d'étranglement, pour lagquelle l'équation fondamentale
d’écoulement doit éire modifiée en utilisant le principe de Borda.

On doit enfin & M. «

Lu:'!n:fr_[ul:-% concernanl les effets de résonance eb 'influence des

e :‘_-'~]_.;|rr|- (1Y I'éwade de diverses :1t1:_'~=1':tal|s
réservoirs dair et des reniflards, mais sortant de notre cadre.

X. — Vues théorigues de M. Boussinesg (1905).

L.a E11||_||j'1‘.;1|_i|'|]_1 1]._‘s||ig‘.\'i fut l'u:u'r“:l—i.,n ]lt‘-!il' M. “"H"-'.‘i]ﬂt’.‘!‘l" {4y
I[l" Eliti']'t'_' une 'Lilli.il'r-‘_"f_f 'r_lJI1Pf"PrI_II'HlEl' I[l| IJ'ILE'I_'LllliSIJEI' 1]1' iil ]H"IJEHI:_','HIiIJI'I

('} M. nE SPARnE, Etude théorigue sur les coups de belier dans les conduites

Sorcees (extrait de la Houille blanche, Grenoble, 1god, p. f1-567).

(1) A. Bovraxaim, Hydrauliqgue gendrale, t. 11: Problémes é singularites
el .’f‘f;‘,ljfflf.f{.fﬂ-fj.'isl p. 2068-280, FParvis, Doin, 1909.

(#) CoMmMTE DE SrAREE, Divers articles publiés dans Ia Mowille bianche: sept,
1907, p. 203; décembre 1907, p. 277 ; octobre 1gi1, p.297; novembre 1911, p. 2935
décembre 1grr, p. 316,

(%) J. BoussiNgse, Propagation des ondes le long o'une colonne liquide
compressible se composant de filets v vitesses inégales et contenie dans un
tuyae €lastigue horisontal sans tension longitudinale (Annales scientifiques
de U'Ecole Normale supérienre, 3° série, t. XXI, 1go5, p. 34g-368). Ce Miémdire

4 1"Académie des Sciences de Paris

a éré résumé dans trois Notes présenté

»

les 3, 10 ct a§ juillet rgod ( C. A. Acad. Sc., t. CXLI, p. B, 81 et 234 )

ke

Droits réservés au Cnam et a ses partenaires

B R



http://www.cnam.fr/

68 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

des ondes lii[llic.lf.‘s dans un lllxﬁ-.'-lll l_".J.'l.-aliqtltz, de |111'|ne||-' il ressort
que, meéme en supposant la colonne fluide composée de filets &
vitesse inégale et la paroi du tube douée seulement d'un axe d’iso-
tropie suivant la direction de 1'axe du tube, on est conduit encore
aux équations aux dérivées partielles et a 'expression de la célé-
rité rencontrées plus haut.

Voyons d’abord & nous affranchir de I'hypothése de isotropie
de la paroi; il nous suffira a cet effet de modifier trés peu 'ex-
posé que nous avens donné du travail de D.-). Korteweg, alors
inconnu d'ailleurs 4 M. Boussinesq (' ). On admet encore que les
anneaux juxtaposés dont se compose le tuyau agissent chacun
pour son compte sur le fluide sans s'influencer mutuellement. Si
I'on voulait tenir compte des actions mutuelles des anneaux et,
par suite, des actions qu’exerceraient a distance les uns sur les
aulres, par leur intermédiaire, des troncons sous-jacents de la
colonne liquide, les équations du mouvement seraient i peu pres
inextricables. Mais cette ri'lli]-pr)'-iiltiﬂu fondamentale ne serait com-
pletement valable que si la paroi du tube était formée de fibres
annulaires trés résistantes réunies par des fibres longitudinales
extrémement extensibles et l'.‘ﬂ[]lF!]"l_'H.-Giljl'E':S : elle conviendrait 4 « un
tuyau se composant, par exemple, d’anneaux séparément homo-
génes, sans largeur ni épaisseur sensibles, juxtaposés et super-
posés en nombre immense, ou, encore, des enroulements d'un long
fil élastique a spires infiniment rapprochées, analogues aux
trachées des végétaux, anneaux ou enroulements que relierait entre
eux une sorte de !]ill'(‘ll{_‘.il..j'lllt? liche, ou une toile affectée d’une
double infinité de petits plis longitudinaux et transversaux ». 1l ¥
a lieu dés lors d’attribuer a la paroi une structure Aéiérotrope,
diflérente dans le sens longitudinal de ce uluhr_'ilc est dans les sens
transversaux, de maniére 3 pouvoir, ¢ la lmite, supposer cetle
paroi infiniment (‘t.‘]l'l'l]':['n_-i.-'i|_1-]t_’ ou exlensible suivant sa longueur,
ou encore l“t'ntl}n.lsl_"r' d’anneaux {_'.ul]litt;u-s sans actions mutuelles
iel]ﬁ]‘l)lt‘,ﬁ_

Soit done un tube iilustjqur\, homogéne, mais isotrope seule-

(') J. BoussixEsq, Calcul, pour les diverses contexmtures et épaisseurs de
parot possibles, de la résistance élastique qu'un tuyau sans tension longitudi-
nale oppose au gonflement de la colonne liquide le remplissant { C. . Acad

Se.,y L. GXLI, p. 81.).
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ment autour de ses fibres longitudinales; reprenons le calcul de
la variation du rayon intérieur produite par une surpression inté-
I'I‘(‘lel'{_‘! H!'Iil‘!_'l-l"]ll[_‘ :H_ eén conservant loules If.'."l ||I3Lill.iU]]‘S f]“ I‘-lﬂrﬁ—
graphe 5, page 28,

En exprimant que la contexture est symétrique aulour de paral-
leles & I'axe Ox du tuyau (isolropie latérale), on obtient (')
cComimae f!f?f{('{’f{{?.’f f_'xl'llf'l‘.‘ib'lll,'ll'[li'i i'il""i l[“'f]ii!)l'lh f:‘la."llii'l ues enm un }_l-f_}inl.

1Y | |\.1 v, 5 ) intérieur a la |1;|[':Ji

Ni= A0 wdy;, = B
= A o= W02 dy, Ty= ' &y,
No=u +—Ndp4+ 2umd;, et 1
Oy Oy, Ozy 2oy Ty, &= sont les dilatalions el %I[HH{_‘T]]L‘IIlh au pnint

considéré; ) est la dilatation superficielle d, 4 d;d'éléments plans
normaux @ Oz, environnant ce méme point; 24, , v, &', 4’ sont
cing coefficients constants caractéristiques du milieu,

On cherche encore a satsfaire aux équations indéfinies de

I'l_'rqui]i.l:r:.’ d’élasticité par les ['1|r[‘|’.='i-:'u'|]1:-

¥ . =
U= axr, 9 = Ulag)=2, wy= U(g) —
a a
{,_ fan2 ~2 5 3 : les oo iz 1 léplac
T =Y 5, d ( onstante | des [_t:lll[un.t['l[d-h am  ( :'I‘n acement
d’un élément; comme on a encore maintenant T,=T.=—o
dU i . ;
el que = —+ — ne llz-.]u_‘m:ﬁ que de s, on rouvye de
7 g
suite que les trois équations d’équilibre se réduisent a deux,
g e af} : : : !
soita — = 0, — = ¥ i se réduit donc 4 une constante 256,.et U
o oo
: . e
a dés lors pour valeur, ¢ étant une nouvelle constante, bg 4 —-
E
Les expressions explicites des (N, T) s'en déduisent aisément.
En particulier, pour un point situé dans le plan #2035 (=g,
‘gt — g ona Te=—Te=— T — 0 &t
Ny= 2L+ va,
: i < , o
Nyo=z2hd = L'a + l.'J_ffa———J.
1 i a*
: - ek { ot |
Ne=akd +-Na+2pm(b——)-
. g/

(") A. CrerscH, Theorie de ['¢lasticite des corps solides, trad. B, de Saint-
Yenant, p. 77

Fa
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Les constantes arbitraires se déterminent de maniére a vérifier
les conditions aux limites, et. en procédant comme au para-
¥ . ; X0,
;‘Fﬂl_rlm 2, on trouve de suite, 7 étant encore la variation du ravon
intérienr,

» (4
&y R — =g
(&
LA By v =0
{(C) 4 gy ' / .
2 hlrg +— A ey ppe | By Ll I
\ I'l"
- - r-l 3
l.-'.”.'l Ty —— 2 Ik -l'.-I - — 0O
I 1 =2

L’élimination des constantes ,, #,, ¢, entreyces relalions donne

immédiatement, en introduisant le module e odu tuvan

{ e e 1)7 W { & m [)?
g R (AN ) A2 1
ou encore
er (A ¢ RN ] I
(1 4 m e - = mim—+=1)—.
p R {4 Yy — 1

Des cim| coefficients d'élastieité l_'cal'i4¢f|l;l'l-nlit]lH_‘h de la i_r;i[‘r,ri_ un
senl y et une fonction des qualre aultres interviennent. 51 E' est le
coefficient d'élasticité (ransversale (ou coefficient d’élasticité
des fibres annulaires) et (5, le coellicient de résistance & la défor-

mation transversale, on a (')

de trl!lri, si '.r'." esl le r‘;|||I|rJ]'[ de la {‘.nul[':}[‘!inn latér: e nl.;_:_-_i filj]‘g'-,a_,I
circulaires a la dilatation longitndinale de ces fibres, qu’elle

accompagne, On a aussi

Avec ces nolations, la relation précédente prend la forme (4 bis)

du paragraphe 5, page 3o,
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le coefficient £ étant défini cette fois par |.LJ:llL[':'Ll'ilI|']

qui coincide avee celle de Korteweg dans le cas o 'on suppose
la paroi isotrope.

Ce résultat a é1é obtenn par M. Boussinesq sans passer par les
équations de Cauchy, en substituant aun parallélépipéde de Cauchy
un volume élémentaire (de longueur 1 dans le sens des #) compris
entre’ deux cylindres de rayons respectifs r et r—4 dr, et denx
Ir]:-'tIl.‘; menés suivant I'axe, in¢linés 'un sur 'autre d'un angle infi-
niment petit v, volume dont il forme directement les conditions
d’équilibre.

Les résultats précédents valent encore si la pression n'est pas
uniforme et varie avec 2, si 'on admel (que 'action mutuelle de
deux anneaux contigus est nulle, ou encore que l'on a en tout
point N, = o. Si nous cherchons en efler a vérifier les équations
indéfinies de ]'i-'nlui]i]n'w d'élastieité, a4 'aide des mémes i‘.‘{]!l'l?f\";il_)]]ﬁ

de ¢y, v, et en prenanl pour i une fonction gquelconque de x, on

reconnail que WO 4+—wd, ne :Iu_'-!u-nui nide ¢ n1 de & |=Ili-i, si I'on
exprime que la surpression p (@) dans la tranche d’abscisse z pro-
duit une dilatation radiale ,l":::.i-_' ) en laissant N nul, on obtient les
memes ('-.||uai,ions () que E’_JF'(_"I_'J"!:][,‘r:l]:llll‘[ll, 4 cela ]hl'f_‘.i que ey,
by, ¢, sont maintenant des fonctions de @ : ces ||LL:11lIiIi'-:-s n’étant
que des intermédiaires 4 éliminer, la conclusion subsiste.

La forme méme sous |.-ar|ur:]|[_~ s 'IJI'("_-d"IJIJ".[l[ les caleuls montre
qu'on peul envisager méme un cas ou la mize en compte de l'ac-

5

t aisée : c'est celuil d'un

tion mutuelle des anneaunx ['[.‘-nlij_;u-. se
tuyau droit et raide, sans pesanteur, maintenn seulement par ses
deux exirémilés, les inerties en jeu dans le tuyvau etanil .‘ill]}l)ii:‘(:‘i':i
insensibles comparativement aux inerties du fluide suivant 'axe.
On peut alors considérer le tuyau comme é¢tant sans cesse a l'état
d’équilibre intérieur, méme dans son ensemble. La pression totale
entre anneaux ;-q'pnti?"us est, par suite, constante d'une extrémite o
'autre et égale a la poussée sur les appuis; il est permis de la
regarder comme !n'ﬁju‘rr'Liunuu]]u aux déplacements de ceux—ci,
Un tel Lit"l]lilf‘{‘.!'{]f-‘.ﬂt,' ElI'U||r_'p|‘Lj.I_'HI11i-'| a la poussée, varie en ralson
inverse du coefficient d'élasticité de 'appui et de I'étendue de la
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surface de contact : le coefficient de proportionnalilé est déterminé
quand la nature de 'appui est définie. La somme A de ces deux
déplacements, égale d'ailleurs 4 I'allongement total du tuvyau, soit a

fr;.:"-f"}-._\ étendue & l'axe entier, est dés lors le produit de la

=
poussée par un cogfficient que nous pouvons regarder comme
numériquement connu.

Cela posé, revenons au caleul généralisé précédent. Les égqua-
tions de ih1'!t|tJ‘l|1'bl'l.' d’élasticité montrent que NG+ vwds ne dll."i:r:.lld
ni de x, ni de o; or, cette expression n’est antre que Nz, l_Iui. esl
constant, et qui, par suite, est la poussée par unité d'aire de sec-
tion transversale, soit A A. & étant censé donné. Si I'on exprime les
conditions limites relatives & une tranche, on retrouve les équa-
tions (C) 4 cela prés qu’an second membre de la denxiéme équa-
tion on a £ A au lieu de zéro. L’é¢limination de &, et ¢, entre les
trois derniéres équations donne alors, en notant que, dans ce
caleul, @&, représente la valeur de d, pour la surpression p (&),

e 4 AL e Yy 1 1 P
B o S et SR S RIS i, o : = Tt | ey giee = =
[ A i A ! J " R == e)2 H:] (R - )2

Le coefficient d’élasticité longitudinale et le coefficient de

contraction latérale des fibres longitudinales da tuyau, qui onl
pour valeurs ( A. Cressca, loc. cit.),

! wl A =) — k2 i
e o= ey

K { 2 (A 1)

s'imtroduisent naturellement, ainsi que le module 72 du tuyau, et il
vient
2 —+1)

p=——" kA — Edy).

lrl

Multiplions les denx membres par d# et inlégrons tout le long du
tuyau, en nous rappelant la définition de A, et nous aurons la for-

JIIU]l_‘.

-

! i dax,

T
A

!
amim—+1)(k—E),

qui permet de caleuler I'allongement total A quand p (x) est
Cconnum.

De plus, si nous éliminons a,, b,, ¢, entre les quatre équa-
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tions ( C) aprés avoir éerit £ A au membre de droite de la seconde,

nous obtenons bien simplement

S S o
al(A =+ piv—A] = — -
. It (e — 1)
; gmim =) [(h=p)v =8| (h+ap)v— R | =K ka,

ou, en introduisant les quatre coeflicients E, E', v, ' aprés avoir

Illl!]l.i}'l“l:. ]l:‘.‘- lll'!'IIJ.' l'JlL"‘l‘JlI]i'F!E; }!ELI' e O el I]i\'ll‘-“" l'li'll'

A
(4w PR
re f2 I g ; 2w hm A
e — o | ——— Geam(1 )| = — —
1 E'| 1=+ m z E

Ainsi, p est maintenant l1é a - par I.I_"lqlilillilrll intégrale

P

i 7
5 e X e
£ “ R (m _"I !
51 nous Ll(':sigllunﬁ par —a le coefficient de |'i|1L+_";;T“'_|]+_-.. et st nous

| 105005

hi=p+a }‘ p dx,
on voil que, si p (&) est connu, p, (x) s'ensuit immédiatement; et,
inversement, si p, (x) est donné, p(z) qui n’'en difféere que par

une constante F_ll_[L“l-l\-'f,' "\'.' i_l(_"“llit‘. |J:i]‘ 1:] I'i‘,!illi(]ll

A4 j pidr +aAL =0

(L longueur du tuyau), aura pour expression
i i ;
= = - ’ 1y T,
F 1 L £

Par le [ait, la résistance €l ;—;I.ique opposée par un luyau au gon-
flement de la colonne liquide qui le remplit se trouve maintenant
connue. Voyons a étudier la propagation des petils mouvements &
travers le fluide, en suivant cette fois M. Boussinesq.

Imaginons d’abord que la colonne fluide, horizontale, soit e
repos et St!l]!}i]!il'llllﬁ—-l':'l méme sans pesanlteur ni |1l‘t‘5-5'if-'|12 [""i-“
restituons-lui son poids, avec une pression constante le long de

'axe du tuyau, mais complétée partout ailleurs par une pelite

Droits réservés au Cnam et a ses partenaires



http://www.cnam.fr/

o e

;=g i

74 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

[."rlT'l EE_‘ “\'«'H‘iﬂlrli_‘ ]l“l'llE'i_]‘;l.ill illlll'?l]'i!‘[l' alray E‘l'ﬁ]f"i ﬁﬂ('rii]ll:‘ |I'i'|l]."1\'l:‘.l'.'iill|fj.‘¥.

Fw:u'tic- censée icl insignifiante. Cette restitution fait éprouver & la

colonne, revenant au repos, A ||:||'I_i|' de lasection & — o restée dans
~i|.:|1[.‘||i.L11|li‘i!|lili1'. ||-.~'~|u:l'llr'~l'uttll'.-u‘.'.fl1lt~1 .‘_-I.il|ifilll'-.'1_.Hl!ili'lllili([llc'.‘itli'i
surtout longitudinale, nécessaires a4 Iexistence de cetle pression,
vu les |1r!|1_1|"]‘l‘.-'- dilatations latérales simultandées l|lli tendront ]it‘t‘hi]Ll('
uniformément les libres annulaires du tuyau pour lear permettre
d’équilibrer ladite pression intérienre. Produisons enfin, & partir
d'un instant donné. sur le fluide revenu au repos, des variations
de pression communes a toute la section ¥ — o, en déplacant, par
exemple, légérement celle-ci normalement &4 son plan.

Celte |:L‘L'll!r'la;|1inu enlrainera ]r]n.-; ou moins vite, dans toute la
colonne, des déplacements presque paralléles & 1'axe et aussi, par
suite, des variations de la pression p sensiblement pareilles sur
toute 'étendue des sections normales, ou fonctions seulement de x
et de ¢. 1".hm|lur- trongon de la colonne, primitivement compris
entre les abiscisses o, ot xy - dx, acquerra suivant les z, par Peffet
des chutes de pression s’y observant, des vitesses longitudinales u
communes, assez lenlement variables avee @, en raison de leur
|'.‘|!1iilt=' i1:'u|b:l;:|!iun: et les Lroncons se conserveronl ainsi presque
l'.\'il'lllll"illllr':i darant des temps 11(}1:|J||<*:~'_._ a cause de la J:olEtr:r—‘:‘-q-!
qu’ont les frottements dans les fluides.

Soit Ele déplacement total, jusqu’a I'époque ¢ et suivant les x,

de la premiére base du trongon, d’abscisse primitive x,, d’abscisse

actuelle z - ..:‘.;--—.E: Jd le ||c_:liI décartement relatif = des deux
§ {7 36 P

bhases du troncon; ' la dilatation analogue, comparable a @, des
rayous R de celles-ci. L’aceroissement R’ des rayons sera négli-
&

geable & cOLé « ; par suite les witesses ef accélérations, suivant

les rayons, Lant du Lo e o Huide que de la ]1.|!'i:i. seront peu de
chose a edté de eelles du mouvement Jnu",;ilmiin:nl du Auide. Cela
entraine (que les merties mises en jen dans le tuyau, transversales
ou méme, par suile, longitudinales, et aussi celles du fluide sui-
vanlt les sens normaux a l'axe, seront insensibles :-nn]]l]m'-atix|=-L;|||=-m
aux inerties du fluide suivant Paxe.

Ces inerties longitudinales, dues & la différence des pressions
exercées sur les deux bases du troncon, ||1'1':Hin||-'- presque denles

méme qnmui la distance de ces bases est prise cmn[.:n-nhlﬁ At R,
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sont Lrés faibhles a edié de la Frl‘l‘.‘%hi"[l sur une seule base et, par
suile, a ¢ité de la 1.1-.~4~:i1.[1 sur une section méridienne du troncon
menée suivant 'axe, ou encore, 4 ¢dLé de la tension de 'anneau de
]J:1|‘[>i 1111[ contient le troncon [luide el ﬁ';|[1|:\|$1,' a la |:|':-!.~.~.i|_r[': sup-
portée par la section méridienne. Il en résulte a fortiori que les
inerties normales 4 l’'axe, tant de cet anneau de paroi que du
trongon fluide, sont négligeables vis-a-vis de la tension de
'anneau.

Deés ||J1‘.-'~, la relation étabhie |||||.~ haut entre la wvarialion de
||1‘u-‘~siun et celle corrélative de rayon A 1'éLat «I:J|i||m~ esl i'l|!i|-“"
cable et donne (chagque anneau se comportant comme sl était
seul en présence du trongon fluide sous-jacent de méme lon-

aueur )

ID'un auvtre cdté, la .uu'l"n'--c.«ium P oest le |'.|':'_-|]||i1 du coefficient E,

d'élasticité

1Itl |i|il|-||'c' { ill‘.q'['-ér |]-' I:I l'l||4I[ll'l,'wi;liiléqil'-.l flil" |;_1 CoOn-—-
traction |:||l|i+[114- — d—ad (la dilatation transversale é&tant la

méme dans toutes les directions d'une section ).

of— | DA ad Y.

il viendra

A ) p = - x

Cela étant, la premiére ¢quation d'Euler donne, en remplacant

par a, la variable i!l:|q'-pu-n|];||.-1v X == %ot :. el -'-,-_",al'al a la ch'lih_‘s.-n)
-
de — et en v réduisant la densité actuelle g, dn :i[!llilii' a la

da,
1 a5 13 ’ . . .
densite constante 5, |I clbat ||.|F|ir'{_‘| 'r‘-'.lllf arreur I'h'_'_;||_'_':'|‘;|||it.? aAll
second membre],
I o

8% duy

HII]IF-H-llIl'.IT‘.I'- 'Ei ',?J |H \.-l|l'|1]‘ ]rl'l-'l'L"L.ll‘l'llt"'. el nNous aurons comme

équation aux dérivées partielles du probléme
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=6 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

en posant
1 G'il ~ 0
SlSgRInE o LRI B
w? E, e

La dérivation de 'équation (A') par rapporl a ¢ et 4 x, montre
que la vitesse u, la dilatation longitudinale d et la pression,

d’aprés (A), vérifieront la méme équation aux dérivées partielles.
Ainsi, U désignant la vitesse moyenne a travers la section d’abs-
cisse z, vilesse identique, ici, 4 la dérivée, u, de £ en ¢, nous
aurons l'équation double

: a2 p, U) 12 p, U)
CA") 57 gy L’
LT v

Enfin, 4 raison de la petitesse de la dérivée de E en x,, on peut,

sans changement appréciable des dérivées partielles de E. substituer
= | =

a t et & x,, comme variables indépendantes, ¢ et z, + £, c'est-

a-dire £ et & ; ce qui donne les équations définitives

A=)

= w2 -
g g2

gjr U) 9 p, l_'_l

M. Boussinesq s’affranchit, pour terminer, de 'hypothése du
repos initial de la colonne fluide. Supposons dong, avec lui, « que la
masse fluide soit déja, an moment ot d’assez rapides changements
de la pression l'atteignent prés d’une section # =— o, en train de
couler par filets rectilignes et paralléles inégalement rapides,
animés de vitesses comparables a celles que vont produire ces
changements et, par conséquent, Loujours trés petites a coré de la
célérité w. Clest ce :;ui arrive., par cxeruplt!, quand la longueur du
tuyau est suffisante pour que les petits frottements des filets et de
la paroi, quoique négligeables sur des parcours ¥ comme ceux que
nous considérons ici, aient établi, concurremment avec une petite
pente motrice ainsi neutralisée par eux, un régime uniforme dans
la région des x positifs »,

Dans ces conditions, « la premiére équation d’Euler est appli-
cable aux mouvements ondulatoires survenus assez vite ; car les
frottements et la petite composante de la pesanteur suivant les =
(ou le petit décroissement analogue de la pression) y sont relati-
vement insensibles. Or les vitesses engendrées w— u, étant
encore censées principalement longitudinales, la pression p et, par
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suite, la densité g, égale a l:?l'r L —i‘_i.?—;.u d'aprés la loi «

e COIn-

pressibilité du liquide, continuent 4 ne dépendre guére que de x
et de r. Donc, 'accéléralion u' est encore commune i toule une
section o et méme (vu la rapidité de la propagation comparati-
vement a la différence des parcours eflectifs Jusqu’a Uinstant ¢),
commune a tout le fluide d’une région de longueur modérée. Les
accroissements u — u, de vitesse, dus aux accélérations w', sont,
par suite, pareils pour toul ce fluide, et égaux 4 leur moyenne,
U— U, (& trés peu prés), dont la dérivée en ¢, prise sur place,
exprime, dés lors, sensiblement #'. Ainsi la premiére équation
d’Eualer donne a trés peu prés

(B) e

dt ol da

Faisons, d’autre part, dans 'équation de la conservation des
IMasses,

diap)  di{cplU)

ol o

la substitution

P -—.’.‘,'f.rl ; I£>: :r—':,,|:r[ =-'3-r-~:| -_-:,,(r|__ "I'J_xl].

1

[l vient aisément, vu la valeur de

L

4 sy Bl 8]
(B2 = —
o o

et I'élimination soit de U, soit de p, entre (B) et (B'), donne bien
les deux équations (A''') qu’on voulait généraliser, »

On peut encore co mpléter cetle minutieuse analyse par quelques
]'c:t!:tl'i'illi_:.-i,

Tout d’abord, on a supposé le tuyau liche; s'il était droit et
raide, fixé seulement 3 ses deux extrémités, la méme analvse vau-
drait, sous réserve de caleculer le déplacement radial » de la paroi

par la relation

sauf la substitution de p, 4 p, les lois du mouvemen! seront les
B. 6
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mémes et la vitesse w de 1_1:‘0|}ugati011 des ondes ne 1|f.‘*i1eni.1:‘i'1 pas
du degré de fixité des sections extrémes. Nous avons vu d’ailleurs
que la connaissance de p, entraine celle de p et inversement.

En :iec.mul |ieu, on a .-'_"|||:|]n)3~'['= le Iu.\_.".ilt hl_ll'i'f.[_”l“ti: s'al était
incliné, la pression p et aussi la dilatation 20’ de la section lrans-
versale &, prendraient, en tout point de P'axe Oz du tuyau, une
]ml'l,[e |JCI'1}1}I[](_‘.I'I|_E due au IJUE(].-_; du |iqliir_|t: et fonction de z seul,
En admettant que ce terme de p ne soit pas d'un ordre de grandeur
plus élevé que celui qu’y ajoatent ensuite les ondes, il disparaitra
aulomatiquement des équnations (B) (o il détruiva le terme de
pesanteur introduit par I"inclinaison dua tube) et {H'} I':Illii.-i{‘lll‘llj
ne contient pas £). Sauf done la véduction de P a4 sa t:::t‘iir" oz
permanente, les lois (A'"") du mouvement subsisteront encore.

En troisiéme lieu, M. Boussinesq convient que les raisonne-
ments I:ru':q:nfah'.!nﬁ ne s'appliquent guére 4 une conduite enlouie
dans un lerrain qui s’oppose a4 ses mouvements un peu ¢lendus. 11
montre ',‘Lll';l_'ﬁ._ par un apercu, commenl lL:- ['|_".-H]I.'IEE| seronl encore
'.1Ir[u'uxiInulivcrn{:nI. utihsables si toutefois on limile la f|111_':ilic1||.
si l'on suppose que les ondes envisagées n’ont quune longueur
i‘L’.s]ri:i]JI.e_. ou que, |r_1n:'_'|'|w.-'~. elles sont 1"{_1111.tmm’1.{--'- de Enu'lir—r.-‘. de
longueur restreinte et donnant lieu & des excés de pression moyen-
nement nuls.

Enfin, la théorie n’est plus valable si les perturbations voisines
de x = o sont assez lentes pour laisser, dans la propagation, un
r6éle important aux frottements ou a la pente motrice neutralisée
jusque-la par ceux-ci. Le probléme se complique alors, et gquoiqu’il
soit abordable a 1'aide des méthodes emplovées par M, Boussinesq
dans 'étude du mouvement des eaux courantes, I'anteur se borne
4 le signaler comme intéressant. Nous le traiterons en détail dans
un Chapitre ultérieur.

Au [m[nL de vue |}ra|,iq|n_‘.ﬂ i[ldjilllﬂllS ce illll{_)tl peul ;t]lpﬁler la
condition d'équarrissage da tuyau. La dilatation des fibres annu-
|Fli|‘{‘S 11”!'. i:l i'rt 51']‘!!"(‘3‘5“\-1’[)'! ‘,'r_?_. 'E!.""'\r. avec lﬂﬁ II[‘)L:I'il"I‘lS |.il3 l-ﬁ !"1'*’|ni".!r'“
partie de ce Chapilre, L;] ou fu—:—r:—'__' : o variant de R 4 R + ¢, elle
est maximum 2 la face inlerne, pour =R et coincide alors
avec £{ Si 35 est la limite de sécurité acceptable pour les allonge-
ments de la matiere employée et py la plus grande valear de p,
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on doit avoir

!ﬂ'“ --’_: 1'_ H FLg
telle est la valeur extréme ||1|'ur1 [:-Ll]riiet'.' admettre pour la [Jl‘f’.i.‘siﬂll

a lmposer éventuellement & un Luyaun donné.

XI. — Notes diverses sur les théories précédentes.

Nouns allons réunir ici, sans souci de les ler, quelques réflexions
et additions suggérées par les théories dont nous venons de pré-
senter le tableau.

L. Les expressions de la vitesse de propagation des ondes et
la théorie de U'homogénéité. — lies considérations relatives &
I'homogénéité, déja développées par Newton, pouvaient fournir
la structure de la formule d’Young, une fois admis que la vitesse w
de propagation des ondes ne dépend que du rayon R et de I'épais-
seur @ du tuyan, de la densité g, du liquide et du coefficient

d’élasticité E de la [::H'ni. Si
J(w,a, B;py, E) =0

est la relation :]U; lie ces r:iml éléments et dont il .-i':J:_‘_J;iI de l‘rl'i'!t‘.i.-i(‘.l'

la forme, si 'on remarque que les dimensions de w, £q et E sont

respectivement LT-', ML~ et ML~'T"2, d’abord "homogénéité
par rapport aux masses exige que g, et E n’inlerviennent que par
lear rapport — de dimensions L2T—2, puis celle relative aux temps
=1
E ) . . S oa - :
que et n’entrent ¢ue par la fonection w?® = de dimensions
':'l ] - :I »
nulles, et enfin celle relative aux longuedrs que @ et B ne figurent
- [ .
que par leur rapport, soil par le module m — h du tayau. Il vient
. 2R :

done
fl::\-’ F{m),
P

et il ne reste qu’a trouver la fonction ¥ d'une variable.
Si 'on voulait metire en comple la compressibilité du fluide, il
fandrail ]r:ll'tit' de la relation

fl"-’l:l, @, R, 1y I_ ll )= Oy
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oua E, est le coefficient de dilatation :'-1i|'riflu.|f-. du llltllllli:lt_!.,
de dimensions ML='T-2, En passant par les mémes étapes,

on reconnaitrait successivement que la fonclion ,a"' ne porle que

G E E , : E E k3
sur les wvariables w, a, R, = =, puis e, R, ., —' _ @t enfin
’ 'er Py’ prwt’ g
E - 4 LTI 74 TN TR
L. Soient a—¢ /=2, B=4/—=F(m); 1l vient
S 24 b /P 3 i I

et il reste 4 déterminer une fonction de deux variables pour avoir
la formule de Korteweg.

2. Extension de la méthode d'Young a {établissement de
la formule de Korteweg. — BReprenons le raisonnement et les
notations de la page 4, mais en supposant le fluide compressible.
Si E, est son coefficient d’élasticité eubique, I'équation de conser-

'L'l_{lil’_r[l dll \-'L'Illlll'lf'_‘. i].l.lrl Ll'd']n{:.l_t[l est I'-&EET'lllli.iUfEf_f ['Iiil"

m- (8 5) H—-_..“: __\Etzzlh
AR?
ou
] 27 G
E, R A
+ Ea r » i - =
Or, on a d'une part II = = g e lon détermine & par la
{
condition & —;-—_1 [T, de maniére que le mouvement des tranches soit

le méme dans le tuvau donné que dans le tuyau associe: la vilesse

de |}I'f31r:|lf_:’.iliﬂ[1 dans le tuyvau donné est alors

.'J
s
L \ fo—
et elle vérifie la relation
Il 211 R 11
8 o Trey i
. Eea o L)e

o encore
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@ étant la vitesse de propagation relative au cas de l'incompres-
sibilité. On reconnait la la formule de Korteweg (*).

3. La théorie de U'élasticité des solides n'est pas applicable
awn caoutchorne, — Les fréres Weber ont eu raison de demander a
une {rxlj(érif_-n{*_ﬁ directe la valenr du coefficient t:illi intervenait
dans leur formule, et; pour le caoutchouc, il est illusoire de
prendre dans la théorie classique de 'élasticité le point de départ
d’une approximation plus grande que celle de la formule d'Young,
par exemple en substituant 4 'isotropie la seule présence d'un axe
d’isotropie. Cela résulte d’une judicieuse remarque de Clebsch,
corroborée par un apercu de Barré de Saint-Vepant. « Diverses
expériences onl prouvé que le caoutchouec n’est, comme les
gelées, qu'un réseau vésiculeux dont les mailles ou cellules sont
remplies d’'une matiére liquide; or, toute déformation perceptible
d’éléments liquides produit des changements de distances molécu-
laires qui excédent de beaucoup les limites dans lesquelles les
actions développées leur restent proportionnelles et ne cessent pas

d’avoir les mémes intensités pour les diminutions gue pour les

augmentations de distance (2). » Il convient donc d’exclure le
caoutchouc et tous les composés spongieux analogues, dits corps
trés élastiques, de toute applicabilité des formules de la théorie de
['élasticité. Il faut se borner a utiliser des résultats f“.!-‘.ln_?rir‘nq‘.ntaux
concernant la traction, la compression, la contraction latérale, tels
que ceux obtenus, sinon par Imbert, du moins par Bouasse, par
Cantone,.

D'un autre ¢oté, les Weber ont eu grand tort, & notre avis, de
déterminer le coefficient & par 'application d'une pression inté-
rieure uniforme d’un bout a 'autre et supporide longitudinale-
ment par le tube; car cerltainement celle tension longitudinale

n existait plus [ pour la E:Ius ;_r'r-['undc partie ), durant la propagation

des ondes, sur les anneaux qui subissaient pareille pression inté-

(') Daas le méme ordre d'idées, voir D'article de vulgarisation de A. FLAMANT,
Sur la propagation des ondes liguides dans un tuyan dlastique (Revue de
Mecanigue, t. XYIII, n® 2, 28 février 1902, p. tor).

(*y A. CLesscu, Theorie de 'élasticité des corps solides, éd. franc. p. 63. Foir
aussi fbid., p. 3, et NaVIER, De la résistance des corps solides, rééd. par BARRE
DE SAWT-VENANT, 1864, Appendice: V; §59 et V3.

Droits réservés au Cnam et a ses partenaires



http://www.cnam.fr/

=

— — .

e e

T Rt

——T

Tty

D S 3 ot vt

=

g2 i.""l'l'[![f SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

rieure. Cette maniére de déterminer & ( ou, ce qui est équivalent, E),
en tendant le caoutchoue dans tous les sens, fait visiblement résis-
ter les fibres circulairves i 'extension plus qu’elles ne feraient sans
la tension |ﬂng5tudinalie. Aussi leur valeur de E l:;l_lll celle de f".‘J esl-
elle trop forte, et il est évident que, pour savoir dans quelle pro-
portion la réduire, des expériences divectes sur leur caoutchouc
eussent élé nécessaires, comportant la mesure de l'allongement du
tuyau par la surpression.

Dans le méme ordre didées, il convient de signaler que le
caoutchoue est un corps incomparablement moins compressible que
déformable ; 'é¢lasticité de volume y étant énorme, on peut admetltre
comme approché le principe de la conservation des volumes. 1l en
résulte un moyen de tenir compte, en quelque mesure; du fait que
les anneaux ne sont pas parfailement indépendants.

Supposons, vu la petitesse effective des tensions longitudinales,
une contraction linéaire 8, wniforme dans tous les sens, de la

section normale de chagque anneau élémentaire, de longuenr primi-

tive dz et actuelle da (1 — 8), d’épaisseur primitive e et actuelle
e(1— 8), enfin de circonférence primitive 2 =R, et actuelle 2w R.
Le volume constant aswRedzx (1 — 29) ayant é1é primitivement

amBR, e (f.'L', on aurait

Qa1 a -t —— =

&= |

en désignant par t l'accroissement unitaire de la section fluide.

i

|'J"épui:-iscnr actuelle de 'anneau étant ainsi e (I _— -:—) » sa résistance

W o
a 'unité de dilalation, par unité de longueur actaelle du tuyau,

/ \ E s ! L
sera done Ee{ I— - J» ce qui revienl i r:_-.n'i[)lilcer le coefficient

L% L

="

d’élasticité E des fibres circulaires par E Iil — —,)p ouale |m:||L|Ean.1‘
i

par 1 — —. C’est cette expression modifiée que nous introduirons

au Chapitre suivant. Elle ne vaut d'ailleurs que si la proportionnalité
de la force élastique & ’extension, par unité d'aire effective, a lieu
jusqu’a la limite des allongements produits.

4. Assimilation de la paroi a une toile; analogie de la pro-

pagation des intumescences el du mouvement des charges rou=
lantes., — Au lieu de considérer le tube comme formé d’anneaux
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‘ndépendants réunis par un parenchyme liche, on pourrait plus
naturellement assimiler sa paroi a une Loile dont les fils de chaine
seraient les fibres longitudinales et les fils de trame ou duites les
fibres circulaires. Encore que dansla réalité ces fils soient solidaires
et ne f]lli'ﬁﬁf_‘lll glisser librement les uns sur les autres, nous aurions,
en admettant que cette liaison est sans frottement, une approxima-

tion plus grande que la précédente.

Nous appliquerions alors & chaque fil de chaine 'équation diffé-
rentielle des mouvements transversaux d'une barre élastique
mince, telle eiu"ﬁlie a été donnée par Clebsch et Barré de Saint-
Venant ( ').

Soient « le déplacement subi a l'instant ¢ par le centre de gravité
de la section, d’abscisse &, dela lige primitivement rectiligne, dans
le sens normal aux #: | le moment d’inertie de cette section par
rapport & 'axe central perpendiculaire au plan de symétrie supposé
de la piéce, plan parallélement anquel se produit la flexion; E le

aire

o W PN . % bE w TR
module d’élasticité longitudinal de la matiére; — la densité lin
. =
de la tige ; T la tension longitudinale exercée au centre de la sec-
tion considérée ; @ la force, rapportée a ['unité de masse, agis-
sant suivant le sens transversal des déplacements «. Ces quantités
sont lides par I'équation fondamenltale

.

ot e T2 = [0 kY
—:J-—-I—ﬁ—i——{ — — @ | = 0.
ox? ozt AN 7

Si I'on regarde la section comme rectangulaire, d’épaisseur e,
d’aire o; s1 I'on appelle & la tension longitudinale par unité de sur-
face, on a

1 = = o
I = Te2, ¥ =ci, — = ?f’t‘-
12 g
En rapportant la tige, fil de chaine de la paroi, a ’axe du Lube, les
dérivées de u coincident avec celles de R, et 'on a enfin
a2 R
e

P =

Les trois termes de l'expression de la force ®, gui s'oppose, avec
F 3 I

(1) A. CuesscH, loe. cit., p. 482 et fgl
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ﬁf

|

la tension élastique de chaque fibre annulaire, au gonflement de la
: | ’ 5
colonne liquide, correspondent respectivement a Iinertie, 4 la ten-

sion longitudinale et 4 la flexion longitudinale : cette seule obser-
vation suggére d'ailleurs une démonstration directe immédiate de
la formule.

[’expression de @ est notamment propre & rendre comple de
l'ordre de grandeur de l'influence de chacune des trois actions,
dont la derniéve est insignifiante en comparaison des deux autres,

QQuant a la seconde, nous noterons que, dans les expériences des

T‘d"_cljet', ce qui la lJl'o\'r}:]uHil., c'était, inq'h_'-.[n_!:lq_];_ln]menl de 1'inévi-
table raideur do tube, d'une parl le frottement de la paroi sur la

==L

table et, d’autre part, la fixation des extrémités du tuyau pour uti-
liser les réflexions de I'onde propagée. Encore que petite, la valeur

=

de ce deuxiéme terme est dans tous les cas plus sensible que celui
di 4 la tension superficielle de I'eau dans le mouvement de 'onde
solitaire dans un canal découvert et dont D.-J. Korteweg et G. de
Vries ont cru devoir faire état pour le cas de faibles profon-
deurs ().

L'équation précédente sert de point de départ pour résoudre le
probléme de la charge voyageuse de Philipps, et il est évident que

T A e et o —

le cheminement d’une intumescence le long d’un tube élastique

est tout & fait analogue au déplacement uniforme d’'une charge le

long d'une poutre droite. Les difficultés énormes que présente

- = =12

I'étude de ce dernier phénomeéne ne laissent pas espérer qu’on tire

grand secours de I'analogie signalée. Il semble qu’il faudra se con-

tenter de faire, dans I'hypothése de I'indé pendance des anneaux, le
! calcul de R en fonction de # et de ¢, pour substituer ensuite dans
b Pexpression de @, 4 utiliser en vue d’obtenir une approximation
plus élevée, cette premiére valeur de R & la recherche de laquelle
sera consacré le Chapitre suivant.

XII. — Propagation des ondes de translation a lintérieur
d'un tuyau élastique.

Les ondes engendrées par E.-H. Weber dans un fluide incom-
pressible au repos remplissant un tuyau en ecaoutchouc vuleanisé

(*) D.-J. KorTEWEG el G. DE VRiES, London, Edinburgh and Dublin P hilo-
sophical Magasine and Journal of Science, Yol. 39, 5* série, mai 1895, p. f22-444.

T e T

o

rer—

T
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ne sont pas des ondes périodiques, mais bien des intumescences
ou des dépressions trés analogues & l'onde solitaire engendrée
dans un canal rectangulaire & eau stagnante par une projection
d’eau unique et rapide. L'ean refoulée par la compression brusque
fl‘l]lle I]ﬂl'l_il_}ll Iel'f‘lill:ll(’ (‘]ll [ll}_'H" Ihf:l'llll:'. dllrx fl(_'.ll'.'( ]H,llll.ﬁ _1.'. ‘iOlI'L' lL’
role de I'ean ajoutée au canal. Dans ces conditions, la célérité cal-
culée ne peut étre considérée que comme une premiére approxi-
mation de la célérité mesurée. Nous avons cru qu’avant de comparer
le résultat E:.\'.|_Jf'.'l"mmnlr|l 4 la formule I|1(?c'-t'ir|tlff. 1l ¥ avait lieu de
reprendre complétement la question ('), en nous inspirant de la
belle étude donnée par M. Boussinesq en 1871 pour les ondes de
translation des canaux et 1_]1|i lui a ]'ermi:'i de rendre un comple
trés précis de toutes les observations de Scott Russell el
de Bazin (2).

Considérons un tuyau horizontal en eaoutchouc, rempli d'eau et
de longueur quasi indéfinie ; le liquide est supposé en repos au
moment oit 'onde considérée 'atteint. Les variations de la pression
aux divers points d’une section normale par le fait de la pesanteur
étant insignifiantes, eu égard a la grandeur de la pression moyenne
du fluide a 1'étar de repos, nous regarderons le tuyau comme res-
tant de révolution autour de son axe initial, et nous étudierons la
délormation de sa section méridienne.

Prenons pour axe Oz 'axe du tuyaun censé indéfini, dans le sens
de la propagation des ondes; soient i, le rayon initial du tuyau,
[{ llf: |'H}'UH (IC ]-'I _‘:.l-ff_'.li(_'!ll (i.i-l t,is(fiﬁﬁc o }:I, |,i'|!51ﬂ|l]. i, it el mw 195 Cﬂll}})‘)—
santes, au méme in:—ilrun.._. de la vitesse en un ]mEnL M d’abscisse x et
distant de r de Oz, composantes prises suivant Oz et suivant la
normale émanant de Ox vers M.

]a‘()lll_i“ '_JL"— -‘-‘rﬂht'l‘ a [FO”I‘ {:EII':H‘.M".I‘(‘.S "]E.‘;].illcl.ifﬁ

1° De produire, au moment de son passage dans une section, des
o

vilesses presque identiques, en sorte que u et varient peu
avec r;
2® De parcourir de grunds espaces avec une vitesse de propaga-

tion conslante et sans altéralion notable : par suite, © élant cetle

(*) A. BouvrLanGgeERr, C. R. Acad. Sc., 11 décembre 1go3, t. CXLI, p. 1o01.

(*) J. Boussinesa, €. R. Acad. Se., 19 juin et 24 juillet 871, t. LXXII,
pe 795 et t. LXXIIT, p. 356,
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86 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

wt et de r; de plus, la

vitesse, i et o sont des fonctions de =
longévité de 'onde dénote que les frottements sont sans influence
bien sensible et I'on est donce en droit, pour la mise en équations
de ce phénoméne, de se servir des équations de 'Hydrodyna-
[]Iill“!‘ |'Ii|."l0|][l(‘:]]l5.

Les composantes i et w étant nulles antour de ehague moléecule
avant que 'intumescence 'atteigne, en vertu d’'un théoréme bien
connu de Lagrange et de Cauchy, elles seront, 4 tout instant, les
dérivées partielles par rapport & & et r d'une fonction ¢ de &, rel ¢,
et I'équation dite de continuité du fluide supposé incompressible
s'écril
Ty ek d

Lt S i L == 1.
roor N ot

Soit g, la valeur de g sur 'axe du tube; comme par symétrie w
i :

oo . .
ou —* est nulle sur 'axe, on a successivemenl
oar "

Cette relation permet d’obtenir aisément le développement de o

i

suivant les puoissances de r, par approximalions successives.
dag

: on prendra
o

-~ do P
Comme — differe peu de sa wvaleur sur l'axe
o

t] : i ljl_} ['1]

puis on substituera celle valeur approchée sous le signe de somma-

tion, ce qui donnera

T LT bl gy
o= tog - e — e Ir ==
; : g4 22 42 owh 2343 b3 s

et ce développement sera convergent moyennant certaines condi-

tions de croissance des dérivées de ©g, q!f{nu suppose réalisées.
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Cela posé, la pression en un point sera donnée par l'équation
dite des forces vives,

] 1 dep '\ 2 dis >
L —_ - [(_ '| e | = — = F( L)
e 2 Lhox ) ) ad

¥ étant une fonction du temps indéterminée pour le moment. Nous
allons appliquer cette équation a4 un élément |Ji"l"t]'r|lél“5r|1.lt'- quel-
conque et & un élément analogue trés éloigné non encore atteint
par l'intumescence (o0t R a sa valeur R, de I’état naturel et o 3,
ainsi que ses dérivées sont nulles), et retrancher membre & membre
les équations obtenues.

Soit @ la pression périphérique a I'état naturel, le rayon étant Ry
la variation p,— @ de cetle pression en un point correspond a

un accroissement »r — R — R, du rayon ; si donc e et ¢ désignent
I"épaisseur du tube et le coefficient d’élasticité des fibres circulaires,
on a

e -
Po— @ = Hi-:l{— Ry
0

de plus, pour metire en compte la conservation des volumes dans
le caoutchoue (§ 11, n® 3), il convient de multiplier I'expression

précédente par 1 — ';s en posant< = H_El_{.-z_;lii‘:' Introduisons la célé-
rité de Weher @ = ‘/f;; - el nous aurons, suivant 'hypothése
envisagée, s B

pPi— = 22pz (I— -:‘} ou Po— @ = 02p% fl[_ :?:I

Le calcul indiqué conduit alors, suivant le cas, & la premiére

é¢quation fondamentale

Qi (1— — |
i (R
L
F = 2
||‘.‘ Q:‘:l.l __,.;I J
&f
B 1
g, =
3 bl a

—+= .= 0.
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38 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

Exprimons, d'autre part, qu'une molécule superficielle ne quitte
pas la surface du tube. Si U et W sont les composantes de sa
vitesse, quand ¢ eroit de d¢, x de Ud¢, R varie de Wdlt : donc

g R o ;
Wdt = — dit + i U dt,
ot o
- 3w aR
ou encore, en 111||T|.1|_p]:-:'1n[ l_i_-:"
1A

2 WR L5 dt | st U.

e da

¥

- ~ da (e L}
Remplagons W et U par les valeurs de — et 5= pour 7z = R, et nous
or ox i

dUrons

’
(II) 5
H e e { =) e | R
1 it dx | dx ox? J
Il nous suffira d’éliminer la fonction =, entre les équations (1)
{ .
el (II) pour obtenir 'équation aux dérivées partielles qui définira la

fonction v de & et de ¢, c’est-fn-dire la loi de déformation de la sur-

face mouillée du tube. A cet effet nous procéderons par approxima-
tions successives,

Premiére approzimation. Si nous observons que

gy 1D
—_—— = — gy =
at o
. i . . 1 ) dioy
et si nous négligeons le carré de la vitesse sur laxe w,— 2 et
- o

celui de = devant u, et =, 'équation (1) se réduira &

oy I iy
(1) 027 4 =2 — p;

oL

de méme, eu égard a (I'), si nous négligeons dans (II') les termes

2 g%
petits an regard de Tz—J’ nous aurons
f ppe

P 02 g ot
(II") 0 5 S o == 0O,
ot dt

Ces équations montrent que < et wu, satisfont & la méme
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t"(['ll."l tion

— Q=2

da?

L’intégration est immédiate. Supposons 'origine placée de maniére
que, pour ¢t = o, les ondes n'aient pas encore envahi les sections
a4 abscisses |J(}:€»iLi\'BS, et notons que i, est nulle pour x —oo, 011

R = R,. Nous aurons

T = Flx— 2i), Uy = L%,
La déformation du tuyau se propage avec la vilesse w=1Q cal-
culée par Weber.
Seconde approximation. — Reprenons les équations (I) et (11)

en y conservant les lermes de 'ordre de pelitesse immédiatement
supérieur et en les estimanl d’aprés les valeurs de premiére approxi-
mation, c'est-a-dire en y tenant compte de (1), de (II') et de

op = . - -
2 — 0. 1l vient ainsi
o
/L]
(1) 0%z 4 ZTY L 500q2
ot
5 oz o2
(11") — e
2 (il3 [0 -

I S . . .
avec o — — ou 0. Dérivons la seconde équation par rapport a £, en

i
remplacant pour les termes de seconde approximation cetle opéra-

tion par Q —. Il vient
14 s o -
dit naa R d*=< 50 PR
ro b 2 —_—— g =0y
ot dx? 8 dr? /

et alors I’élimination de 2, entre celte équation et (I") est immé-

diate: elle donne

g1 g2 T f - o2 R dix \
— o=y { an?—+ -0 ; —x3) = o,
dit: oxr= \ dr? )\ B odzx? J
ou
0 g%z g FR2 i
(A) — 02 — o (1—+o)s2) =0
! ot gxr2 \ '8
Posons
i a Rz 2
T s S L A
at (i , SO . 8 dzt
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Qo ETUDE SUR LA PHOPAGATION DES ONDES LIQUIDES

I,'q_'-fluul.ion E‘.ll'l-"l.‘i_'“illjl'li{! entraine

aH _dH
et = 0,
at ol '
o2 32 . “
en remplagant par == Q == : Par suite¢, H==® (z 4 Q¢). Or,
* odx ot dar? :
pour {=o0 et # > o, T et ses dérivées sont nulles. Done @ = o.
Ainsi
dr . o [RY o2x ; 5
(B) — 40 ‘= | — — —=-|l—-:—1:':"J.
de da 2 dxz| 8 ox?

Celte éfi!lzttiun se transforme en introduisant la notion de célé-
rité de propagation de l'intumescence, vitesse fictive w d’une

tranche l_[l!? se :Id[:l:ic‘.r: en laissant devant elle un volume constant

de fluide ; si 'on exprime que le volume =Rj { tdx ne change
g

pas quand ¢ varie de dt et x de wdt, on obtient

[1.1.’.Illi'<'lli.'}1'l (B) fait alors ¢onnaitre la valeur de w ; 1l saffit de la

multiplier par dx et d’intégrer de x 4 o0, en observant que, pour

& — oo, = et ses dérivées sont nulles, 1l vient
tad R: wtx I = %
St Bl e Al S
0 16T dad 2

Nous nous bornerons & uliliser celle équation a la recherche des
ondes de translation dont toules les parties se propagent égale-

ment vite, sans aucune déformation apparente ; poar elles, w sera

constant. Soil w =10 (14 a): nous aurons successivement
o=g <
R} — —+ 8 (1—+a)=*—16axr = o,
o=
R3 L | |1|J ; 5 e
g | == e ey B B gl A= 0,
¢ o '} 3 7 ]

o . dt
en nolant que, trés loin, T et —— sont nuls.
' o

Le premier terme étant essentiellement positif, le maximum de
Jer

Sera Ty = » L'onde & forme constante ne pourra étre qu'une
&€
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DANS LES TUYAUX ELASTIQUES. g1
intumescence on onde positive de Weber, ayant un profil analogue
a celui de 'onde solitaire des canaux.

On déterminera le paramétre o d'aprés le volume () de I'intu-
mescence ou d’aprés la longueunr I éerasée du tube; en observant

que le [)I'4.1{1I| de I'intumescence, défini par l':".rlunl'nm

fogn 2 16—+ 2)
R2| o= | =l
(5= ) 3 =%
est symétrique par rapport a la tranche d’aire maximale (===, ), il
vient
0 3 /3 A%y .
Qe=nRil=a [ =(R SHOULLWS L LYo 5y
o | gy iy Ty —=
ot
: B A0l perigpy e
- e d SEm— & - | L.
R 1 ! N !

Ainsi I"!".\'}:i'(_’r-.-iqjll de la célérité est

= I."] o ® 2T
= ! i ; Sy o B ]
3 ) Rl

La mise en compte de la réduction d'épaisseur de la section de

1"}1:]-::|||<': anneau ¢lémentaire de t_‘.nu:lt.«:|:mut‘.1 en raison de |':Jug'|r1u.r|—
tation momentande du rayon intérieur, et du conlour, pl‘o\'nque-'-e
|:J':'ll' ]?i]i].l!ll’ll‘.\'(,':_’ﬂl,'t':_ e :HJlnt_’U;lnl |;| i't]]lm-r‘.’.‘ll_l_c:nn |||| \-‘r}|||_|]|u :].’[:;t_-;

ce corps infiniment moins compressible que déformable, fait passer

I : % = {1 of o ;
o lll;' —-a o, el r‘t_'tllllt. ||_L q_:(,hl‘f'JJ(:ll'll.l de de - —S iR » avec un ecarl
i 144 9
I a
de ks La valeur la plus vraisemblable = = o donne
16
/i T LR
= 0 [ =
{L o B3 ,-'I,
el |'é1|!lzllic‘1|1 du ]n'l'}[i] s'éecrit alors
73 il
R*= RI I— sec hyp? I).I (2 =—wt).
' ] ']!1.‘

Il est difficile de comparer le résultal concernant w aux observa-
tions de Weber, car cel expérimentlatenr ne comprimail pas com-
plétement le tuyau pour éviter I'adhérence des parois, en vue de la

productlion subséquente d’une onde négative ou de dépression : la
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valeur de ! n'est done pas connue. 1l convient donec de reprendre
la question avec la précision que comportent les appareils actuels,
en refoulant par exemple 'eau au moyen d’un piston.

Essayons enfin d’'examiner 'influence de 'inertie, de la raideur
et de la flexion du tube. Nous avans trouvé (§ XI, n° 4), moyen-
nant une assimilation naturelle, qu’elle se traduisail par une force
normale a l'axe Owx, ayant pour mesure par unité de masse de
la paroi

¢ R & dtR E'e®* d* R

o= os txt 12 pe dat

pe étant la densité du caoutchoue { pour éviter la confusion avec o,
désignant ici la densité du fluide). Cette action équivaul a4 une

= i y 9z R
wression de la parol sur le fluide, s.e®. ou, en remplacant — par
] - ? 2 3 ot l
a2 | i ot
Q2 et R par By U= )s
e \ o

a2z E'ed Ry dér
) S B

i

:j,.r"-' 27 oot

Le premier membre de |"éd'{uu|i‘_m (1) se trouverait accru du quo-
tient de cette qumllih} par g, le [}I‘f.‘tt]iu_:!‘ terme étant d’ailleurs seul
l.‘.i.)l:l]r:tl':ihlf: 4 ceux (JUE nons avons CONsServes en seconde :\ppl'rsxi—
mation. Posons

02 4
o o= B -

Le dernier terme de Péquation (1) se trouve multiplié par

bert - : o o A
1 -+ —» el, par suite, le terme en — de la derniére parenthése de
: 7

& . FAY X . - L - =
e¢quation (A ) par 1 - me. Dans l'ignorance o nous sommes des
petites variations possibles de T, considérons cetle tension comme

- # - (3]
constante ; m est alors un nombre fixe. L expression de — et les
i

1=

lii]llh’. (_‘r!l:l'ﬂﬁﬁll:i c]lii S‘E‘]'l {J1"1']1Iiﬁt‘l'l| _-.lll:_-'\l[ri[::n[, a lfl']."l I'r[‘i‘_'S i'ill{‘ tl'.

premier terme est multiplié par 1 + m. Les caleuls suivants con-

. . . i 7 o
duisent &4 une nouvelle expression de T obtenue en multipliant
e

'ancienne par 1 - m, en sorte que

=4

-

-
—
-
5
|
S| W
=
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En résumé, la célérilé des inlumescences de forme invariable a

[IUHI‘ mesure

i L

w=0(1+ _Jis
+ (T

A élant un coeflicient numérique pour 'édvaluation duquel on en
esl réduit &4 I'expérience : on détermine a cel eflet les valeurs de ©
correspondant a diverses grandeurs [ de la [I:ji'lii_}]l derasée du

tube.

XIII. — Extinction de 1l'onde solitaire de Weber.

Dans la réalité, les intumescences de Weber ne restent pas mdé-
formables: elles subissent une lente réduction de diamétre & mesure
:lnljr'lh.‘ﬁi cheminent et leur vitesse de Iu'n]-:t;;ulinrl se ralentil gra-
duellement.

Cel amortissement est di 4 'influence des résistances de frotte-
ment, localisées, comme on sait, dans une mince couche, contigué
a la paroi, on les vitesses fullf__{itmlin;a|e".~' varienlt trés rapidement,
sur une épaisseur insensible, depuis la valeur zéro, jusqu’a une
certaine valeur [.r.;.‘

Pour en faire 'étude, il convient préalablement de caleuler, abs-
traction faite de ees frottements, 'énergie d'une onde invariable de
Weber, somme de la demi-force vive actuelle du fluide et du travail
que produirait 'intumescence en s’'aplatissant complétement sous
la pression de 'enveloppe.

Ij:.'-1u~.r;ir-. actuelle a pour expression

et ~ R

= I ; :
,( dax f — oanrdr{ w4,
/ / 2

— = {

ou, si l'on néghge &2 devanl «? et si I'on remplace ¢ par sa
valeur approchée Q=, ;
+ = AR

e e [ af

(B3}

T SR, [}

7# étant négligé devant <2,
[énergie }mh:nliw]lr- ou de ressort, t]ni esl, pour r_‘.haquc‘.t.r.‘ui(:}n_*=
le travail que [rt'uduirnil. dans sa 1‘:unll‘fu'lii.'!n_. la |)Et['L[e variable,

; 5
B. 7
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Iz gt pleah o e Ee (R — Ry)
seule acltive de la pression, — Rz A pour valeur
(|
e R ™ >
e(R—Ry) ,.
f de [ awR——— "'dR,
o = “Ry Ky

ou, en remplagant Ce par 20 R,02 el en ne gardant que le premier

;e .
terme - Ry= de B — B,
3

el 1 0
€ =pnR}o? | T d.
Nous pouvons I'écrirve
a
. ‘_f_:
E'=a2pnR}O? ’r =2 L 2o

ou, en recourant A i.l'ﬂ.lrl'l!.‘-.‘-ir}ll l.il’ liF [.':'Ilt_'.[l!l"‘f.‘ liiilﬁ il(ll]l...

E; — pmRzQ: [ f i = & . }f —;) = 2prR3QY;

. VEI—T “Yo o Vm— Ty

. ; & . Er
s1 enlin nous observons q]llq‘ | |1+)lll' B‘,\[pl‘t‘,SSHJrl modifi¢e

R

3(1v—4m)= on 3 =,, nous oblenons
- I :
€ = —anpQ2 3,

% ;

La valeur de &€ caractérise, loul comme celle de /, une onde soli-
taire de Weber, et le profil, la vitesse de propagation, le maximum
de dilatation radiale .-'.L.f'.\]rl'-ll'llt,‘]'l[ de saite en fonction de &€ au lieu
de l. De plus, on reconnaitrait, en suivanl la méthode donnée par
M. Boussinesq a l'occasion de l'onde solitaire des canaux, que,
parmi les intumescences ayant une énergie donnée, I'onde soli-
taire présente une forme stable.

Nous nous proposons de chercher la loi du lent décroissement

de I'énergie d’une onde sous 'influence de 'action de la [mrn'r (),

(1} A. BoULANGER,.C. R. Acad, Sc., t. CXLIL, 1a février rgob, p. 388,
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L'étude générale des perturbations introduites par les parois
dans leur voisinage immédiat a été faite par M. Boussine:‘.q o).
Nous lui emprunterons le résultat suivant relatif & 'amortissement
des longues intumescences.

Soit Uy=F (¢) la vitesse qu’on aurait 4 la paroi s’il n’y avait
pas de frottements, Les frottements intérieurs développés par la
variation I‘}l[:il']{‘. de vilesse pl‘l.'fe-; de la p.’li‘:':i détruisent, |“J-t’tnr]a.nt le
temps df, une quanlité d’énergie égale a

o ‘/'-3:7: .!'m F (.I’ ' :_;) {f:f‘v.{ﬂ- ! (E Tit {’_:r; ey .m"w] dw,

¢

par unité de longueur de contour du tuyau (aun facteur d¢ prés);

w désigne la vitesse de propagation et ¢ le coefficient de frottement

intérieur du fluide (pour l'ean, e = 0,0144 unité G. G. S. 4 la

température de 25°, d'aprés Koenie, Wied. Adnn., 1887).
CI}']’III]G I’ﬂxl}ruﬁ.‘i"tf}“ ({L‘, I‘l_""{_‘.l'gii" ii{-" I‘i‘)l‘lf.le }l'r]i‘ 11]1‘11(_" df} ll:!n:_f"tli_'-ut‘

de contour peut d’autre part s'éerire, la vitesse étant sensiblement

la méme A travers toule section transversale et réductlible a sa com-

o

posante longitudinale F (! —;;l

SIS =i

& s Ry : eRy [ ol a0
iy i g i L O ol W
o ‘/” ut dx = J I (r’ = J dx

L —

1'é.|uatiun du mouvement amorti s’'éerira

d& 2

—_— = — —— &y i,
(5 o Ry =

en |msaut

(*3 J. BoussiNgsg, Complément d une €tude intitielée : « Essai sur la théorie
des eaux courantes » el a un Mémoire « Sur 'influence des frotiements sur
les mouvements réguliers des fluides » (Journal de Mathématigues pures et
appliguées, 3= série, t. 1V, 1878, p. 335-376; § 2 : Influence duw frottement
extérieur sur le coefficient d'extinciion des ondes périodigques ou non pério-
digues, guand les mouvements sont bien continus, p. 346-366 ). — Sur les defor—
mations et Pextinction des ondes aédriennes propagdes dans un tuyaw de con-
duite sans eaw (Journal de Physique, 1° série, t. X, 18g1, p. Jo1-332).
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I

) ' - + o

(on a fait le L:||nn;.{{:mf_'nl de variable o —1¢— Z, en sorte que
1 - ey

.-"v‘l.}' t')

w

th_—. —

(est dans la détermination de ce coefficient ¢, qu’est incluse la
difficulté de ’éinde de 1'affaiblissement graduel des intumeseences,
Sa connaissance peut d’ailleurs étre aussi utile pour 'extinction de
I’onde solitaire des canaux, des ondes aériennes isolées propagées
a l'intérieur de tuyaux.

Nous [Jreun.ll‘ons comme vilesse ala |1;H‘I}i U, = 7. T étant déhini
en fonction de ¢ par la relation

o = —
\ Ty £ 3(1r+m) RZ

2 o 1 ( T ,] 3 B (Y )t et

mise sous la forme

[T =r (33

elle sintéegre immédiatement et donne, avec un choix convenable
de 1'origine du temps,

- llft 4+ chpt) = ch2—.

Ainsi nous |'mr1irnns de

Q% ent

pe
-’

ch?

#

Posons pt = @, pv*=n?, H (o) — et changeons ¢ en o;

nous aurons

F{a) = Q2= H (), F'(c —v2)=0m p H{p— n?),

f H{o)H' (o — n?) de
£y = P> § Qe i »
S
[ Hxg)de
dvec
jli—+e) lw 124w
e ','1||---1u+_l_l,!| o :.rH-ﬁ_

En prenant pour variable e¥+ 1 d’une part, et e? 4 ¢" d’aulre part,
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-

on obtient par l'int wtion de différentielles rationnelles bien

simples, et en posant " — 1+ & ¢
per .
/ H:(o) dy = =
! . o ]
% =
f H(g) H{z—n2)ds
(e
(198 =2 6r——ut) o A e S (1)
— Log(f =) — ———— a L
uh ? i b+ 6

I'-.Ill.ﬂl'illi'i {]'rlli.‘u celte iil'l'ilil-' re i‘X!'}E't".H.‘i]E"IJJ IL'. {"l]dl]._‘_','k_‘!ll(_'l![ L].'F.‘- \'(’Jl‘iaJ:JlC
L

== w— U]Jsl:t‘\-‘a,uu .lue'!
I ar
i el
dn = - e = ——...—
2( 1 -'Il,']rl.a:_;:l L =

el envisageons la fonction

L

xS Log —
T —r

Le coefficient d'amortissement &, =J]‘L‘llcl la forme

,‘1 Gix)dax.

Ll L2

Construisons dans Ulintervalle de o & 1 la courbe i — G () '|t1[
part de 111”'5\;__"‘“1-'_‘: tangentiellement & 0y, s'infléchit vers les @& posi-
tifs et s'éléve asymptotiquement 4 @ =1, limitant avec Oz el
'asymptote une aire finie. D’ailleurs, pour de lsutltc_'.-'. valeurs de &,

V S5e ll!'.".\l'lf'!ITIH: Il _‘-'I_.'I"il‘ S0us l.'l iIIJ'I'Illl"

Voici les ordonnées d'un certain nombre de ]:t:int..-a 1|1t’011 a pn

CUn remarquera que la .i||;|||lit-'- entre crochets est la différence entre

- ) et la guatriéme réduite de son développement en fraction continue

1 ] -~ . gwn s | & o
donné par Gauss. Une différence analogue eotre Log

i 3 -
et une des réduites de son
7

développement cn fraclion continue s'est présentée récemment dans une aulre
question d'Hydrodynamique ( Cf. Stekrory, €. R. Acad. Sc., t. CXLL, p. 1216},
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'. reporter sur un dessin 4 lrés grande échelle, et gqu’'on a unis d’un
._ d’un trait continu. L’arc a été prolongé jasgqu’a ce qu'il soit distant
*
Fig. 5.
7 ]

B T
T

:— Tax  Bax )
! i-= 3wt}
i
o
ki de 'asymptote de moins d'une épaisseur de Lrait, soit 1 de milli-
Ao o\ s 1rs 3 s e A [
E meéltre a I'échelle adoptée, et alors & différera de 1 de moins de — .
| 2Oy
tle @ 0,05 0, 1 0,15 0.2 0.3 0.4 0,5
,',%,- e 0,00843 ©,11979 o0,14428 0,17346 o0,22031 0,268 41 o,32336
i :
@i, 0.6 0,7 o, 8 0,9 0,05 0,975 0,09
Feer 0,39198 0,48606 0,6348f o,93008 1,83630 2,17102 2,27352

B S N e T
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L'aire ainsi délimitée a é1é estimée, par répétition, a l'aide d’un

planimétre d'Amsler : la moyenne des lectures au planimétre a été

de 445,33, et celle fournie par un carré de 100 divisions de cdté
du quadrillage a été de gg4, en sorte que l'aire, en divisions car-
rées du quadrillage, est de 4480. Comme 'unité est représentée en
abscisse et en ordonnée par 1 oo divisions, 'intégrale a pour valeur
approchée o, 448.
On peut estimer une limile -_-'||EJ=,':1'ie-n1'+- de l'erreur commise en i
limitant 'axe comme on Pa fait. Si 'on prend pour variahle
¢#=1—ux, et 51 'on majore |":=!.\i]1r':'.--;in|| de » aux environs de
v — o, on obtient

Erreur < fﬂ it \ ‘fl__'_—_; dv.
s |

N 1 o T 1 T, R —T +
Pour ¢ — —, L/in;; - =/ ||_PI'_" LOOOD = (1000)° avec N — 3__ Fsnen
o \

200

le logarithme étant népérien. Donc, dans le champ considéré, on a

2 ¥

! Loz — [ =] | :I e 11
] ¢ [ I
Ainst :
I 1 1

.-TI“ 7 e = — E

Erreur < )“ [ 2 :I oy — |',.-"|u|>n|; - — tl:tllli,
el \ e vOG00

Notre intégrale est donc comprise entre 0,448 et o,432 : nous
l_n'r'nc]rnn:-' pour valeur o, 456 avee une erreuar en [ului‘- Ou en moins Bt
inférienre a deux milliémes.

Nous aurons done enfin

J . L. m
= [

Fevenons maintenant i E'd.'.'qual['rl'm d’amortissement et & 'expres-

sion de la célérté,
1 dE 2E) et 14 {

€ &2 phy 2 i ' \ P RE

exprimons { en fonction de &, on ]sllllt‘lt en fonction de L défini

prar

FES R 8 \_""I

e
T
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1O0 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES
MNous aurons, en [;]J.-u‘.:l'\';_llll que, dans iy ROUS devons, au L[E:“{'::I‘EJ‘

d’approximation admis, remplacer w par Qi

1Y diy
3 bt

3 —_—.
\- o R

1sée du tuyau; la valeur initiale de ¢ est

e

B é!]i'll'H

Un a par le fait Ia loi de déeroissance de la célérité. et aussi

celle de la dilatation radiale maximale. car

— il vient

; 3 1,0 12
Wt e L e RoacRofpagl Sbaien ),
GLI qit ) I 5 : 4 H,, (I-+qgi)*

o= £ [ ==
’7. A {l

Prenons |‘::T';E!In|s]e'* Iarl:ln-"'l'icilll_‘ de Weber, en admettant que

=1, 5Ry=36™": on a, en'uhités €. G. S..
A= q; - = 0,003 rob, Bio=1a: lo==13, ) — 1063 g =D; 16
p
a.25
=10 |1 I R:,= R Gl —
I+ o, 16¢)" (I 0 .

Il ne fant pas songer i pousser l':uf:]-r-rximislinn plus loin. Par
exemple, dans ¢y, garder w au lieu de @ reviendrait & conserver
|

E.I[IIJ.IJ_" I']f.‘\'{]lll ¥ ". Jlilll':- gue, I!'.tll‘_:« :]-Laull‘r"n --.u-riu.-a l](' lil ile_"nlnng&.tr._l—
] 1

lion, on a, en somme, négligé lunité devant 4?2, Tenir compte dans

le calcul de 'énergie du terme en <2 de la pression, conduirail a

) ; . ! JA I o 2 o

introduire un terme de la forme — |‘ £ E. Or la réaclivité du
I3 b KR

-l‘..'t'.rtl!.t'.llr_r!lr', sar li.lr'llll‘Hl' Nous n'avons que des ittl“i‘.l[.il_”ls numeé=
riques toul a fait insuffisantes, ferait figurer un terme de cet ordre
de _‘_{I‘iilll_]f‘l:l'i'.‘imh |.|‘KI|I'|-_--'.-'iinu de l‘:"l!l'!l'_'_';{‘. ]n_‘lll_litlll le 1e_1“;||}:-: et

comme on s’en rend compte en supposant dans la pression un terme
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dR y . 1 o
ot A étant une conslanle, soit — - AR, Q —

terme fournirait un travail, pendant le temps dt,

de la forme

st

2A o6 B
~ R, V R RI

& dr,

L'imperfection d’élasticité du caoutchoue qui se traduit par un
frotlement intérieur et une élasticité wulteriewre ou réactivité, con-
tribuerait & rendre plus rapide 'extinetion des ondes, comme elle
le serait aussi s'il y avait des ruptures du fluide a la paroi, avec
tourbillonnements. La réaction du sol sur le tube qu’il supporte
n'est pas alors tout A fait sans influence. Il imporie done de deman-
der a U'expérience si I'approximation oblenue est insuffisante et s’il
y a vraiment lieu de faire intervenir ces éléments dont 'introduc-
tion ]rﬂl'ﬂil toutefois devoir rendre la a|na-:.-ih‘rl| presque inextri-
cable.

XIV. — Propagation des perturbations
a4 travers un courant ecirculant dans un tuyau élastique large.

Revenons au cas présenté par les expériences de .]l_rlllit)‘u\'.'ili.\'. ot
des ondes de perturbation se propagent &4 travers une colonne
liquide animée d’'un mouvement de courant uniforme, dans une
conduite élastique large. Pour peu que les changements de pression
ou de vitesse ;}r'rnciui[.-i aux environs de la section initiale soilent
engendrés assez lentement pour permettire aux frottements ou a la
penle motrice neutralisée jusque-la par ceux-ci, de prendre, pen-
dant la I)!'H}r.‘jf_;’:klic,ﬂl, une influence notable, la théorie du para-
graphe X devient insuffisante. Avec les frottements interviennent
]i‘."\ i]]t"l%'ﬁl[lfi’.‘i |Jf' \‘i‘_["i‘éi_' '_l!_"'; jill'[.‘; “l]illl'."'-. el avec [.ﬂillplf'lll' f.lE’- I't.l
section |1:|5'it:|lit_11| tourbillonnaire du luide.

Parmi les mouvements tourbillonnants et tumultueux, ou plutdt
Em;-nﬁ les mouvements MOYyens locaux associés, M. |'i(_11|_~a.-air1f;.~'|_| a
étudiéd, sous le nom de mowvement craduellement varié des
canaux, le mode d’écoulement dans lequel la vitesse moyenne ainsi
que la section normale fluide ont leurs dérivées secondes, troi-
siétmes, ete., tant par rapporl 4 la coordonnée Jru];:iludinale que
par rapport an lemps, beaucoup moins influentes que leurs déri-

vées premiéres, en sorle gu'on puisse les négliger devant celles-ei,
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dont on suppose d’ailleurs insensibles les carrés et les j]]‘t):i:liiﬁ.
Ces conditions sont encore réalisées lorsque la paroi dont on veut
étudier 'influence retardatrice sur le mouvement du fluide qu la
mouille, subit de petits déplacements d’une amplitude bien moindre
que !":llllll“[.lll]i_' des mouvements mémes do fluide : celui-ci pos—
séde alors, contre la !'rn]‘f'ri, une vitesse et une acceélération é;:alc:-a a
celles de la paroi méme, ¢'est-a-dire négligeables par hypothése en
comparaison de la vitesse ou de 'accélération de la masse liquide
dans le sens longitudinal. (Uest précisément ce qui arrive pour les

fr[lrI!"Fn EEI‘HI!I Ees li»‘l]]*i e L‘U]'H.]l[iti_‘ t_".l:l:%li.(!uﬂ et LlUI'Il. nous nous

oceupons acluellement.

Nous allons donc adapter (' ) au probléeme actuel la belle théorie
que M. Boussinesqg a développée dans le cas d'un fluide incom-
|11‘r=.s.-;i1;if-. se mouvanl dans un It i_‘.:‘.‘“!ldl'i{llh" & pe\ruiﬁ !‘1;::;:[05. en la
prenant sous sa forme la 1p|u-: récente et la plas _~Lin||}11: R

Nous commencerons par établir ilui-rlquc-x relations ol intervient
la compressibilité supposée du fluide. lLia densité étant variable,

rtll{El:IE'Il;l}]‘l. de conlinuilé s'écrit

o di o) dloe) g
— - - - e 1 [
ot g I d=

Si donec @ est une fonction continue de &2, y, 5, £ ayant @' pour

dérivée compléle en £, on peut écrire

o odh) d{grd) df sed) o g @)
e —m —,——— e ————
¥ ot P B oy o e

Remplacons-y s par sa valeur donnée par la relation supplémen-
1;li|‘r_‘

I’.-'_:'“lfj—— — ol L=t g,

(') Nous avons fait cette adaptation en décembre 1goj, en utilisant la bréve

indication 1];'-j;'1 sirnalée dans la Note 1 de |a page 30, et rencouvelée dans le
Mémoire de 1875 cité dans la Notea de la page 03,

(%) Exposée d'abord dans U'Essai sur la théorie des eaux couranies (1877),
cette théorie a recu de M. Boussinesq une forme remarquablement élégante dans
deux brochures résumant des lecons de la Sorbonne et développant quelgues
Notes deés Comptes rendos de 'Acadé 5 1 Theorie de
Uédconlement tourbillonnant et tumunltuenx dans les lits rectilignes a grande

mie des Sciences, intitalé

section; Paris, Gauthier-Villars, 18g7-18¢8,
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E, et 73 (ll"-df‘“__[fll les coelficients d’élasticité et de (‘Dn‘l]nlt"ﬂ-:.l]llhu'
E, a une vult:m- considérable, en sorte que p est trés pe tit. Mulu- i

plions Végalité par I'élément d= de laive de la section transversale
entourant le point (&, 3, z) 4 I'instant ¢ et intégrons a travers toute
la section . Il vient

d 7 d i
f-f i+ pp)d de= — [ (14 wp)Pds + — ” (1= p) udds,

o o

i v Ll

en supposanl que 'axe de la conduite soit pris pour axe des = ; if
les autres termes sont négligeables, eu égard aux hypothéses faites
I
sur le mouvement Ul‘;ll]ut’-'“f ment varié que nous é itudions ici et ala
IEP[ILLH-\L de T8 Dans cette relation nous substituerons a @D successi-
vement 1, el u?* f
Pour ® — 1, ® — o, on a, U étant Ja vitesse moyenne a Lra-

vers la section o,

da d(Ug) oz a B!
O e e el e | i R — {F e P L= T
ot o | ot . ,‘r‘,."fc “'-'f'.",-ﬁ 1 s }

\ a i ;

A cause de la petitesse du facteur @, nous pouvons, dans "évalua- i
i
it

tion de la parenthése, négliger les termes du premier ordre de peti- i

tesse et remplacer la pression p par la valeur p, qu’elle prend sur

I'axe (dans la méme tranche). Cette parenthése prend alors la i

A o peel) £ .
valeur fe e i 5, 24 » ¢t nous obtenons la relation 1
o ¥
.|!

d Hir o
—_ 1 )+ — T U(T— | g =0 L
(1) ot I " P ) etk (1 o &] |
: ~ ol NE dy it
99 Pogur ® = i ou P’ — i, OR a, €n Enr.—a:uﬂ f {-1—’ —_—1 -, it
el en |'1L'g!|;.;£.“.l1-11 les termes en pu, 1

- [ ik o e
"lr w des = (14 pp)iwds +— — f (1 up) wtds,

gt v e

g g v

=

soit, en désignant par ..’H.Ij la moyenne des valeurs de e, ra

sur toute 'aire s,

s X r o 1 # \ e T ¢ " \

(2) ol = Y- sU(1- ppo)—+ - gU2{1~m) (1= 1 pg)-
> i . - i~ e - = -
3% Soit enfin ® — 12 posons f (o) : nous aurons de

v
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meéme

- 3 o £ o -
(e Ig = — (L4 wp)ndds 4= — ,( —+ o) ud da,
}‘ )Mo = -’pi 1 T (14 ep) u? ds,
soul
X ; i L s o <
3 sl 2) = —olUt{ 4 )T ppo) + — o Uda(n—+im g ).
af ; Lo s -

En tenant compte de 'équation (1) qui n’est autre fque I'équation
de la conservation des masses, il est loisible de simplifier les

expressions de 3¥l »' et de M (ee2). Il vient

Ao WAt oy Ul—nU ’
== ~ A, — = U —[{§ =~ — 1L D )y
£l (1 -Pe) 1 T pp= b n U | ] { [ P )
1 P ulvu
i ) = (T == mps) | — =[] = ) —— — L2
; ! £l ae 1 dar
ro |.'l
+ (1= —ua)l '—r.;!-‘ Loga( EPol |
et l'on en déduit enfin
I s 4
( i M) — My
S | all
=AT==p1po ) | (t+ 2y —a) U= Loga{1 + wp,) 4= (r -+ a7)
ol 3 g e
_' If ol 1 I||.
e = R Ly F S 0 i ] 8
- o = o ol

Considérons maintenant les équations générales du mouvement
moyen local dans le cas d’un lit sensiblement prismatique de direc-
tion O ; elles s'éerivent (). ¢ désignant le coefficient de turbu-

lence ou I_]\Cl:_";[.ril-fl]'l En umn |1ui11t e erti sl

v ohee & dee N X dp '
—le— | + — (= ] +—oXd — —— =g,
N, oy o5\ d3 ) ; o :
X o % dp
oY — S = ap" -,,{_._"f—.',(a'_
| == f f s
Les deux derniéres ¢quations donnent, en remplacant g par
pe(1 -+ pup )
sll—— Jp) = op 8| Y — ')
Logit = p ) = isgel L — ') ;
oz -
( V). BouvssiNesg, foc. cit., p. 13,
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les quanlités ¢ et w' étant du second ordre de petitesse, on aura,

en se déplacant dans une section normale,

Log Fodiars - soage ol Yy -~ ZLz).

1+ oy

Si 'on développe le premier membre en série et si l'on néglige les

lermes du second ordre en s dans l‘[—“r[!lﬂliuu obtenue, 1l vient
P—po+ p(p*—pll=pg(Yyr+2Ls).

e terme en p. du premier membre sera méme néghgeable devant
les termes conserves.

Envisageons alors la premiére équation, En négligeant le terme
en 1u_.e’.r'._ ."IE]-]'l".‘-'- I'1’!Hlll]'el(_‘.d:[tli_:lll. de p par es(1 :J.J,';;]_ el en d:'-,-.i:_-;nnnl
par ¢ I'inclinaison du tabe sur 'horizon (en sorte que X — gsinti),

cette équation s'écril

! a § B owy d /& adu’ e’
(5) == — ) 4 — - T el
dy \opg dy ) 0z \ po g O3 ) o
La quantité I a pour valeur
ks 1 dp
I'= (1~ Hp)sing — s ,_.ui.'

L’angle ¢ est petit, et I'on peut, an degré d’approximation observé,
substituer Po A p; don

1 dpg

Pa s dF

Cette quantité ne dépend que de @ et de ¢, tout comme la penlte
mot

e du problé¢me des canaux i parois fixes.

Dés lors, en ilf:li'l]llill'i;'ljli a |":"-r1u::l.irnu [: 5) la suite de transforma-
tions que lui a fait subir M. Boussinesq (') pour ce dernier pro-
bléeme, on sera amené a |‘e3r_i||ulinn fondamentale

1j2

oy Mty — M u'J :

R est le ravon de la section, U la vilesse moyenne a travers celle

section et & un coefficient constant rh}pt_-:u_ianl de la rugosité de

(') J. Boussingso, loec. cit:, Nole I, p. 24; Note I, p.g et p. 11-14
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la paroi, tel que si le régime devenait uniforme on aurait
o Rsinrt

ol — —— _.

2

Nous avons ainsi obtenn entre 7, U et py les deux relations (1)
et (6) : dans cette derniére équation, la quantité entre crochets
au second membre est fournie par équation ( 4).

Dans le second membre de ( 4), les coefficients (1427 —a)

{(—m ), # pourront étre réduits & leurs valeurs # peu prés cons-

tantes de l'r':gl'lm_' uniforme dans les écoulements assez gl‘a:'lllt!”ﬂ—
ment variés pour que les vitesses different peu de ce qu’elles sont
dans ce régime, puisqu’ils sont multipliés par les dérivées de U ou
de o nlnf sont du premier ordre de l,nqelilgi;sfa: les quantités négli-
; -
gées sonl au moins du second ordre. En outre, dans les écoule-
ments envisages, les changements de forme de la section = capables
d'influencer les valeurs de « et 7 relatives au réeime uniforme se

wroduisent trés lentement; les petites parties variables de ces coel-
1 I

e - ; i
ficients seront., comme celle méme que contiendra le rapport
et d'ot elles proy iendront, de 'ordre des dériviées ]rl'cruff_']'u.-i de U
ou de =; et leurs dérivées en z ou en ¢ atteindront, par suite,
comme les dérivées secondes de U ou de 7, le deuxiéme ordre de
petitesse. Clest dire f|||'.-'| une premiére approximation, les deux
% oy » . - -

derniers termes de | 4 ) seronl !H_r:_;||g£:al[:lﬂs. |*,=:f|i|J dans le cas du
mouvement unilorme a travers une section circulaire, on a 5t

N =0.033, @ =I1-— 35— YN =1,097.

Nous emprunterons encore a la théorie de 1'élasticité des solides
la méme relation entre la pression sur 'axe et le rayon qu’anté-

rieurement

Po= @ —+

a est la pression surl'axe du tuyau guand la section a. sur toule
] 2 :

la longueur du tuyau, le rayon R, relatif & un régime uniforme de

(*} J. BOUSSINE

3, foc. cit., Note I, § X; Kssai sur {a theéorie des eauzr cou-
rantes, § 45 bis; voir particuliérement notre Hydraulique générale, t. I, p.

294, Paris, Doin, 1504.
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vitesse moyenne U,, pour lequel la pente
Actuellement on a
‘)i’;[-ﬁ e o R

Hy vo R da

-

snéralités 4 étude de la

Nous allons maintenant appliquer ces
propagation des intumescences e long d’un courant de vitesse U,

a I'érat de régime unilorme,

Soient Ry~ 7 et Uy~ U les valeurs que prennent, dans une
lors du passage de I'intumescence, le
rayon de la section el la vitesse moyenne : 7 el AU sont de petites
l’._urru]wl-.'n_-:m-: dans les -'-||1:|:||inn~', (1) et (6)

(e

re par U =L Po par a —+ I 1, el conservons

Il vient

tranche Amn instant donné,

fonctions de @ et de ¢.

w0

g par = (Ro+ 1)?

uniquement les Lermes princ I[)-‘lL]\ dans chacune d’elles.

2 e\ Sor - ar a1
: =t |\ e A l.,.. — L= o = Oy
Bgl /ot dar | da
all L
-t 4-an)— 4-(22—7 — g3
ot da
Ik
L S TR W o
g = W Ry 1 ] — = 0.
Ry Hﬁ Pl -

Dans ces 4-'-|1|:;1Ei+:n.-_'~ s'introduisent naturellement la célérité @ de

Korteweg définie par

['élimination de 7z entre ces relations estimmédiate ; on dérivera

la pt'cmi{--.rc par rapporl i xetat, la seconde par rapport ax,ell’on

N ; 3 a2l a2l - .
éliminera entre les éguations obtenues = el —- On obuendra
s o
.'}illhi.
a= 7 oir
= o L
1)\ ote ' da ot )
o gL —
—(aae—n — 1 Uy | —= Uj—~ ) += {14+ 29— w2y Ly o =10,
g ol o3 | da ot
ou encore. en ordonnant,
a2 r B LR g7
(1+2n)— + (Fx—T A, — (2 —m+1) U —0%] = 0.
: at® g C dar ot ' o=
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La dilatation 7 est done définje par celte déqualion linéaire aux
dérivées partielles du second ordre, & coefficients constants, immé-
diatement intégrable par le procédé de Dalembert (1),
L'équation caractéristique s’éerit, en remplacant =z en fonection
de 7, et en négligeant des termes trés petits de l'ordre de 72,
w2 —2 (1 an) U - {14 39 U2 — (1 — 27 ) O — o,
[L’une des racines est sapérieure a Uy, I'autre lui est inférieure.
Si 'on n'envisage que les ondes descendantes (suivant les & posi-
tafs. s U, > 0}, leur célérité sera au méme degré L[';lm|1‘e_1-_';im:11im1

/ e
J / T ]
w = LI, 2 JI-!_| Ve MG L e ]
\ 1

On pourrait évidemment répéter ici les développements ordi-
naires permettant de formuler les lois quirégissent, a une premiére
approximation, la marche des ondes de perturbation. 11 ne parait

pas bien unle de le faire, pas plus que de pousser plus loin Papproxi-

on y procéderait d’aillenrs en suivant laméthode indiquée
par M. Boussinesq pour les ondes des canaux dans
la théorie des

|n:tlir)n ¥

son fssar swer
eaux courantes. e résuliat final (que mous avons
obtenu serait a confronter préalablement avec 'expérience.

XV. — Dispositifs expérimentaux.

1.

GISTREMENT CHRONOSTY LOGRAPHIQURE.

REPRISE DES EXPERIENCES DE WEBER PAR LA METHODE D ENRE-

— Tout rudimentaire qu’il
fit, le dispositif de Weber a donné des résultats remarquables.
Nous avons indiqué (§ XI, n*3) la critique grave qu'on peul seule-
ment formuler, et il semble bien que |

i gise tout le désaceord entre
sa théorie et ses

résultats :]'u_'.\'p:?rir.'m:i'. Si, en effet, on admet pour

le coefficient d’élasticité du caoutchouc vuleanisé la valeur moyenne

E—o,1 { kg :mm?2) indiquée par H. Bouasse |

23, 0nma, en '.-'l!PPl].-
quant la formule d’Young,

2 Ry=— 35,5 = B ==rar 5, e =i, s

Lod 1
£ —
v

.li-?ji_ll_l x_n:': i

c O8oo 108 .
L = 11g0™%,

O L S
i} — ‘f}')‘ eiciient !

(') €Ff. ). BoussiNesq, loc. ctl., Notedl, p- 23

23,

(*) H. Bouvasse, Journal de Physigue theorique et appliquée, 1403, p. 4g0.
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et ce nombre est bien voisin de celui de "observalion de Weber.
Par contre, U'expérimentation de Marey, sans valeur quantita-
tive, donne lieu aux critiques suivantes :

o

1 [Les tambours ne sont pas (‘.t'rml}ﬂr:dhh'.‘i. chacun comportant
son retard propre de transmission el son rapport de transformation
des déplacements (1);

2° Le phénoméne n'est étudié¢ que dans la période de mise en
marche el abandonné an moment ot il prend un caractére régu-
lier ;

3% La vitesse de propagation présente des variations bizarres

lltli sonl dl]ﬁ_‘,ﬁ an IflUiIlh‘ :;Il IH |]1_'!n—(_'f,|'l'!'][I:ll":ll}ilil{,“- :’1(‘.5 Lam i]U urs ;
4° Les ondes sont mal réfléchies, 'obstacle n'étant réalisé gue
par le pincement du tuyau; 3

5° Les erreurs relalives sont considérables, par suite de la brie-
velé du I_)HT'C(JIII‘I-& el du Lem Ps-

On ne parle pas des erreurs d’excentricité des leviers inserip-
teurs : elles peuvent éire, dit-on, corrigées par 'emploi de ce qu’on
appelle le pulseur de Deprez.

Ces imprécisions et inexactitudes montrent que les résultats ne
répondent pas & la complication savante des appareils, et 'on en
dira autant des travaux de tous les suceesseurs de Marey : malgré
la variéré des dispositifs réalisés et 'habileté des expérimentateurs,
on ne peut citer aucune expérience dont les conditions soient suflfi-
samment définies numériquement pour permeltre une confronta-
tion avec la théorie,

Il semble pourtant aisé de perfectionner le manuel opératdire
de Weber en Iui conservant son ecaractére de simplicité et méme
de l'adapter & 1’étude de 'amortissement de la vitesse de propaga-
tion d’une intumescence.

Indications sur les appareils : a. Bxplorateur-inscreptewr.—
Les tambours n'étamt pas comparables, nous employons un seud

(1) Ce n’est que réecemment que VInstitut ]I;L]'e!_\' ='eslk [Il'ﬂl’]ﬂr-‘ui-:‘_ d'étudier les

appareils enregistreurs employés en Physiologie et de chércher les moyens de
rendre leurs observations comparables, Il faut consulter sur ce sujet : J. ATHANASIU,
Rapport sur la Methode graphique présenté a '"Association de I'Institut Marey,
le 3o aott rgof ( Fravauxr de l'Association de l'Institut Marey, i1god, Paris,
p. 20-12% ). Les conclusions laissent les physiologistes sceptiques.

B.
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110 ETUDE SUR LA PROPAGATION DES ONDES LIQUIDES

appareil explorateur-inscripteur de Marey, construit par Ch.
Verdin, et paraissant remplir les meilleures conditions pour que
|"in5cri|1[.|_'-.:|l‘ E l‘epl't'ulnisu d'une maniére exacte la forme du mou-
vement communiqué a 'explorateur E. Les membranes des tam-
bours ont une élasticité aussi parfaite fque possible ; celle de E est
plus forte; toutes deux ont recu une tension en rapport avec la
|'Jilﬂill]‘li’.‘ [.li." I!’ll[' mouvement. IJ{:'J i'.li!‘i[_ll'fi_'. E|\.lr' .";Lll'l |i’ill|[]ll_}1ji]ise l.'ill{'
le trentiéme de l'aire de la membrane, ltandis que celui collé sur E
est pris le plus grand possible. Le tube de transmission a 8™ (e
diamétre intérieur et porte sur son trajet un d|[:1!:i|r':|;_'|m0 E‘;e!'t:t': en
mince paroi, de diamélre égal A ;L de celul des tambours. Le levier
amplificatenr a un moment d'inertie réduit au minimum compa-
tible avec sa solidité, et ses articulations sont soigneusement ajus-

Lées pour éviler tout jeu ou frottemrent sensible (! e

b. Enregistrewr chronographique. — Nous utilisons un appa-

can

‘_’.'!IS[I‘E!HI' a.ah de d-l'rlll'létf't‘.. Un

reil classique. Le cylindre enr

petit moteur 4 air chaud le mel en rotation rapide, et anime en
méme temps, par un systéme de poulies, le chariot destiné a porter
les outils inseripteurs, mobile, grice a un couple vis-écrou, paral-
lelement 4 la direction du l_'._}'!iih_[l't:. Un régulateur i ailettes, de
Foucault, assure 'uniformité du mouvement. Le moteur lourne
assez vite pour donner au papier enlumé une vilesse linéaire
variant, suivant la poulie adoptée, de 1™ &4 2™ par seconde : un
déplacement de 1m™ correspond i —t— ou ='— de seconde. Le temps
est inscrit au moyen d'un appareil i_'-.tg_l:_:u-un|n;,_,{r|¢‘:li(luc: Mercadier
ant 200 vibrations doubles par seconde.

qu’actionne un diapason fa
L.a sinuosité tracée par chaque vibration simple correspond & un

oy v TREN

déplacement de 2m™, 5 a5 on en peut apprécier & vue le quart

et estimer le temps a ;1= de seconde.
Détermination de e lot de variation du diamétre intérieur
avee la pression. — Le tuyau de caoutchouc, de 11™ de longueur,

(') Pour tout ce gui concerne l'inertie et I'amplification de ce levier enregis—
treur, il faut comsulter, au point de vue théorique: F. CELLERIER, &tude sur
les erreurs d’inscription des leviers enregistreurs ( Revue de Mécanigue, janvier
1905 ); et, au point de vue technique: O. Frawu, Prinsipien der Konstruction
von Schreibhiebeln ( Zeitschrift fir Biol., t., XLV, w04, p. 480-4g6 ).
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est ]':-r)sé :-'.ui\':mi_ J‘cl."l-.i-‘. d'une suile ||_m'_{iludin.'||t‘. :‘!1_: |.I-.mx_-lu::1r;_-:5 EI:JI‘i-
zontales solgneusement |1{_r|i|35 et vernies. Un bouchon n‘u‘zl.tllif_lnl:,
de diamétre éeal an diamdétre intérienr du tuyau, bien taillé carré-
ment & son extrémité inlerne, ferme une extrémité; la partie du
caoutchouc -I’III]I le reconvre de 55" est maintenue par une ligature
[:|:|!t-. sur toute sa longueur. L’autre bout du tuyau est réuni parv

PVintermédiaive d'un robinel & un tube manométrique solgneuse-

ment calibré de 5™ de hauteur.

A vide, on mesure |l:"J-:tiﬁ5ELr|' et le diamétre du Luyau de caout-
choue, ainsi que sa longueur de I'armature dua robinet au bouchon.

On remplit alors le tuyau de maniére que 'ean affleure dans le
tube au nivean du point le plus haut de lintérieur du tuyau, ce
qut ne change pas la longueur du tuyau laissé horizontal. Cetle
opération est des plus délicates, car il importe que des bulles d’air
ne restent pas emprisonndes; elle exige un tour de main spécial.

On verse ensuile dans le tube manometrigque une guanil iké connue
d’eau : 'aceroissement correspondant de la pression est mesuré
par la bauteur & du niveau libre actuel au-dessus du précédent.
Par dé«

le volume d’eau umplnn’e a dilater ev a ;Hlnn;_:-_:r le tuvau. On mesure

unction de la (uantité d’ean qui forme cetle colonne, on a

I'allongement de celui-ci hien alighé suivant 'axe des planchettes-
supports (1l ira, pour /i t_':fr:ill a environ 5™, .illSi]IIl';l 20 on Jof™},
et 'on pourra alors calculer 'aceroissement Ad du diamétre ini-
tial . On mesure enfin le nouvean diamétre extérieur, duquel on
déduit la diminution Ae de |*+_"]‘-:(li.-:~.-.4t3u|' initiale e.

On 1‘éi|i?l.e la méme suite 1]'(1]16!'u|1':_}n.-_: pour une série de valeurs
|::'4,1E-55;|11rr,:.-,~' de f.

On peut alors construire la courbe qui a pour ordonnée la ten-
sion annulaive par unité de surface, ou la quantité proportionnelle
hi{d+ Ad)

2| E——L2 )

» et pour abscisse I'allongement annulaire unitaire 3
On reconnait ainsi dans quelle limite elle est sensiblement droite,

.
et |.B i."ll."flfi[.‘ii‘.lll. -'III.HIIl«'.’IE]'EJ l]!.‘ ]il }_Hl!‘[ll] IJJ'{H[L‘ |]L"l'r'1‘lf_3|. {'IEZ ('..‘IIU[JIE_‘.I" IU

coefficient d’élasticité des fibres annulaires.

On peut de plus, avec ces observalions, voir que, dans cetle
I ; 1

Iiillilf:, |] Y o I'-i'IIl..‘-I‘fI'\'itlii.'Hl dlt '\'UILIH]U {]ll CEtULiI.CE}E'Hl[:.

Mesure de la célérité o wne intumescence. — On rameéne la
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hauteur de (,‘h:u‘g_(’: 4 zéro et l'on ferme le robinel de communi-
cation.

On installe explorateur & 10™ du bouchon gqu'on visse mainle-
nant a4 la planche-support. On engendre l'intumescence par I'écra-
sement l!l‘t]ﬁi{llf‘ et :“.rlll‘lpfr*.l du tabe & [:r:'nxii'l]il_r'> du robinet, a
Paide d'un taquet de largeur connue ¢ de 'ovdre de grandeur da
rayon. L'intlumesecence passe sous le disque de 'exploralenr, va se
réfléchir sur le bouchon et vient repasser sous le disque. Celtte
seule portion du phénoméne nous intéresse. Le eylindre enregis-
treur fail connaitre le temps écoulé entre les deux passages 4
Pexplorateur, de la section la plus dilatée, soit le temps de par-

cours d'on chemin de 20™ : on en déduit la célérité w.
En répétant la méme expérience, avee une largeur différente /,

du taquet, on obtient une célérité w,. La relation

({1] h el

oy hod?

fait connaitre le coefficient 7, corrigé de la raideur ou lension du
tuyau. Il est trés supérieur au minimum ¢ ¢uée nous avons

signalé.

Recherche de la lof d ' amortissement. — On installe 'explo-
rateur successivement a4 1, 2, 3, ..., 1, ..., 10™ du bouchon oi
I'onde se réfléchit. Les deux passages successifs sous lui corres-
pondent & un parcours de 2, 4, ..., 272, ..., 20™.

On produit chaque fois 'intumescence par écrasement du tube,
4 une distance toujours la méme de 'explorateur, avec le méme
taquet et dans les mémes conditions.

On détermine Pintervalle =, de temps qui sépare les deux

passages du bourrelet liquide, pour 7 =1, 2, ..., 10; on én con-
T e an : - )
clut la célérité w, = — et l'on construit la courbe (wau, ).
. T

La courbe doil étre comparée a celle qui a poar abscisse le

' |l il - T
temps T et la vitesse moyenne - j welt, calculée & l'aide de la

raleur théorique donnée au imm{__;r':qnhe 13 et dans laquelle h est
maintenant connau.
Les diagrammes de 'enregistreur permettent de déterminer
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DANS LES TUYAUX ELASTIQUES. 13
comment 'amortissemenl alfecte la dilatation l‘{ll'lii'lle suivant la
distance.

Il conviendrait de faire la méme étude d’ensemble avec an moins
deux types différents de tuyaux de caoutchoue.

2. ETupE DIRECTE DE L AMORTISSEMENT] CAS D INTUMESCENCES SE
PROPAGEANT DANS UN COURANT FLUIDE. — N[_JIIS &l“f.‘lll-i nminlcnauL
reprendre la méthode de Marey en renongant & I'utilisation de la
réflexion des ondes 4 'extrémité du tuyau et en obviant aux CTi-
tiques qui ont été formulées. Le nouveau disposilif se prétera
d’ailleurs a 1'étude de la propagation d’ondes dans un courant
fluide, probleme qui_a déja préoccupé les Weber et a propos
duquel ils ont donné leur fameux schéma de la circulation du
sang. Nous renoncerons & cet effet a la transmission de Marey et
lui substitueroos l'enregistrement direct chronographié par éLin-
celles électriques sur cylindres tournants, qui permet de repérera
un méme instant la position de la pointe de chaque style sur le
diagramme correspondant. Nous opérerons sur un tuyau de Lrés
grande longueur, les enregistreurs étant fort écartés, le premier a
assez grande distance de I'endroit de production de I'intumescence
pour que le phén

oméne ait pris un caractére régulier. Enfin, nous
accroissons la précision des mesures par la scission des étincelles
en groupes séparables.

Indications sur les appareils : a. Enregistreurs. — Nous
avons fait construire par la maison J. Richard six enregistreurs
conformes au dessin ci-joint { fig. 8 et 8 bis) : nous avons utilisé
son type usuel de cylindre tournant en 6 secondes et ayant un
(l('e‘.,.‘ﬁ]_[jis[]{;[l]e{][. de 3oo™™ (soit un diamétre de 93™™), mais nous
"avons fait modifier; la mise en marche est provoquée par le fonc-
tionnement d’un petit électro-aimant placé a I'intérieur du eylindre,
et disposé comme 'indique la figure 7, la rupture du courant pro-
duisant l'arrét. Nous pouvons ainsi commander la marche simul-
tanée de tous les enregistreurs, qui d’ailleurs n’est réguliére qu’au
bout de deux tours, aprés lesquels on déclenchera la chronographie.

Le papier fixé sur les cylindres est celui qu’on emploie pour les
waltmétres a4 enregistrement par étincelles de Siemens et Halske

( Rousselle et Tournaire, concessionnaires ).
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La dilatation radiale du tuyau est amplifiée cinq fois par un
levier 4."[[Hi|il}!'ﬁ". dont une extrémiteé repose sur le tuyan par I'in=
termédiaive d'une étroite gouttiére (relide au levier par une vis

d’horlogerie et un petit ressort de pression ) et dont I'autre, munie

d’'une fine aiguille, est mohile devant le eylindre enregistreur.

Il importe de réduire le plus possible la masse de ce levier et de
son axe (énormément trop _t_;l"d!zth! sur le dessin t'(‘:]u]‘r_]-duit] et
d’isoler le bras qui porte la [u-intt réceplrice, tout comme on a
isolé le cylindre du suyle et de 1'axe porte-style.

b. Systéeme chronographique. — lies six enregistreurs sont

disposés en tension sur le secondaire d'une bobine d'induction,
par lintermédiaire des bornes 3 et 4 de chagque appareil (les
bornes 1 et 2 servenlL pour le courant de mise en marche des
cylindres). Un pont = & godets remplis d’ean est disposé & proxi-
milé des bornes de la bobine et permelt le réglage des al:[mreﬂs
sans qu'on soit géné par les coups de la bobine; on enléve la
{Iél\i‘i'lrii'll] an moment ﬁl‘]. |‘-f'ill veul commencer ';.i |‘||J'l’_l'['ll,‘_'ltl__'."f'ﬂ[!Ilif.’-l‘.

Sur le primaire de la bobine d'induction, on dispose un appareil
d'interruption de courant, pour lequel on ne peut prendre un
simple diapason, ainsi qu'on I'a expliqué au paragraphe 8. Le sys-
téme inlercalé a pour E!I'ill{‘i[ﬂ: la remarque smivante de H. von
Helmholtz. Un diapason A peut étre mis en vibration réguliére par
un électro-aimant dont le courant est fermé on inlerrompu par un
autre <Ji:|]m:—iur| B, sans 1111-1:"('11114.: liaison conductrice ne soit éta-
blie entre 1'électrozaimant et le 1|i;||::.'i.~,u;|1 A, st le nombre des
vibralions par seconde du liiii]):t.:‘-!:'ln B est un |t|u||iE1Ju du mombre
Hl‘lﬂll‘ngl(f iIII i]iHJTrl,‘Sl,_Hl ".l_

Sur le circuit du primaire, on dispose la pile m® 1, le dia-
pason A excitable par I'électro-aimant extérienr E, le godet & mer-
cure o, ou plonge l'aiguille lerminant une branche de A, et un
pont P a4 deux godets § et v, le tout conformément au schéma
ci-apreés. Des interruptions du courant pourront étre produites par

la pointe « du diapason et les pointes B et+ du pont.

Le circait auxiliaire d une autre pile n® 2 contient les organes
qui créeront ces interruptions, 4 savoir : une tige B encastrée 4 un
bout et \-il‘]l‘ﬂnl.. _"ZLIFI]III:-til'C 1]-'||n jninu.:_- I.ml_:t' 1zolant en verre renfer-

mant la partie centrale du pont P, 'électro-aimant veisin E; exci-

Droits réservés au Cnam et a ses partenaires



http://www.cnam.fr/

DANS LES TUVAUX ELASTIQUES. 18
tateur de la tige et celui E du diapason. Du pdle négatif de la pile
l};n'le:nl deux dérivations @ et # s’enroulani r't‘-'xpt‘t'Liu‘m(i—llt sur |‘1,1

et E et venant se réunir en un point ¢ de la tige. Le circuit se

referme au |}|‘| e [:u:‘,il;i{' en passanl par le gudr_‘LiL mercure & ol

I]]UII?{I’_‘. une [_5['}i]'||.l_! ill'.L!l'l'[J []ll'it_‘(‘! III" courant lEI‘T]'lIrIliIIII. !'(I li;_‘,e_

Enregrstraurs

Les godets, remplis de mercure et d’alcool étendu (le jaillisse-

ment des éuncelles brilant et pulvérisant le mercure ), sont sup-
portés par des pieds & vis micrométrique permettant d'en régler la
hauteur.

5||||[1(;:cc}n,-, que les nombres de vibrations du diupn.ﬂ_all el de la
tige, par seconde, soient respectivement 100 et 20, [.es circuits
des deux inF]q_'.-a étant fermés, on met la li;_.;'n‘. B en vibration, ce qui
produit dans le godet & 20 étincelles par seconde. L’électro-
aimant E; placé dans le circuit de la pile n® 2, exeite alors, d’aprés
le principe de H. von Helmholtz rappelé plus haut, le diapason A
quivibre 4 20 < 5§ =100 oscillations, Les vibrations ainsi commu—
11i:1|t1'-1':5 ala [thu'nle. L‘u_}l‘téf_‘ par ce cii;l[JH_-;rm illl('-l'r‘nmpcnl le cireuit
dans le godet # et produisent 100 étincelles par seconde.

Mais le mouvement de la tige B se communique au pont P dont
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les pointes peuvent quitter le mercure, et Vinterruption de cou-
rant peut se produire dans les godets B ou ¥ Cependant, si le cou-
rant est interrompn en 3 ou v, il ne se produit pas d’étincelle en =,
encore que le diapason continue a vibrer. On éléve alors suffisam-

ment le godet 3, pour que le fil qui y plonge ne quitte jamais le

mercure, el I'on régle 'autre godet v de telle sorte que {:haque
soulévement de la tige A provogue une rupture de courant l_'lans'-'.':
guliérement sup-

var suile, une partie des étincelles dans « sera I«
1 I

primée et I'on aura une série discontinue d’étincelles, les groupes

d'éLincelles étant séparés par des intervalles plus ou moins grands,
selon le réglage. Comme, pendant une oscillation de la tige B, le

diapason A exécute cing vibrations et peut donner lieu a eing
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étincelles, on en peut supprimer zéro, une, deux, ... ou la totalité,
-':‘I \'l_?]l)]][é. ]‘I_' l]liL‘l]x est II-C_‘li ::llllfllllt'iflii-\.'l' lEl_"lI\ sur ﬂ"il]i'[-

La lecture des signaux piqués est assez pénible; aussi faut-il

l‘]|'l"'th|"-['l_‘!' aux étincelles fories des étincelles faibles, ({JJE laissent des
traces |u.'1ilr.‘~% et fiJJt‘rh, et la !|i|=' n® 1 ne doit pas n_'r_artt|1|'<‘.n||1‘r'. |1l1.1‘i

de trois éléments Bunsen : on intercale dans le circuit une résis—

tance additionnelle permettant de régler les étincelles a Pintensité
voulue.
Manuel opératorre. — L'étude préalable de I'élasticité trans-

versale du tuvau se fuil comme dans la premiére mdél

wode. [_1| fuyau

a o™ de longueur, les troncons ordinaires du commerce ayant été
soudés a 'usine.

Pour la colonne a ’étal .“~t:'||il-J|.]L‘. I'intumescence est engendrée
par le refoulement d’'une guantité déterminée d'eau a 'aide d’une
pompe branchée wvers une extrémité, sur larmature du robinet
fermé, 'autre extrémité étant houchée.

Les appareils enregistreurs sont disposés de 2R en g™ pariiy
{i[] [Jl"lli“,]ll’?lf ti_‘rl[’li[’l;l].

’ensemhle étant bien réglé, on lance le courant de mise en
marche des cylindres tournants: au bout de 13 secondes. on
déclenche le systéme vibratoive chronographique en méme temps
1'|||'-:n [:rm]ll:il I'intumescence, et l'on ne Z'ilt'-‘l(.'.t_'ll!'ll_:.' fque dn premier

passage de 'onde a chaque enregistreur; les cylindres tournants

sonl arrétés apres 5 secondes l!‘ii'l;r‘[';l'llit]“ . Les diagrammes repérés
donnent la vitesse moyenne de parcours de chacun des cing inler-
valles.

Pour le cas du courant, on opére d'une mani¢re analogue : le
bouchon esi supprimé et 'on fait circuler dans le tuyau un courant
de vitesse connue, dont 'uniformité est assurée par 'emploi d'un
!'r";-_;LJIi'Hf_‘.Nr‘ de niveau [’;rr:‘ut:. F

Tous les dispositifs expérimentaux que nous avons décrits ont
pu étre insta

lés & 'Institut de Physique dela Faculté des Sciences
de Lille, grice & la hienveillance de M. le doyen Damien et §
I'U]r“':;f‘.ﬂlt:_‘.f_' Ii{'} nolkre i.'UJIf“;_;'[ll’: :‘]. I’i|i]li_)L.

Pour procéder aux observations longues et minutieuses qu’exige
une élude définitive, il me faul recourir & un collaborateur i qui
il appartiendra de publier I'ensemble de ses déterminations et de
les réduire en formules.
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CONCLUSION,

Dans ce long travail, & la fois d’érudition, de théorie et de tech-

nique expérimentale, un meéme probleme a été envisa

ré SOUS Ses
aspects les [hil]:—; divers. 1l présente de grosses difficultés q"i n' onl
pas toutes été résolues, mais ont du moins été ]n'e"c.'i:-:t?dﬂ-,

[.es Mémoires originaux ont ¢té rigoureusement résumés, mais
les méthodes 1_1‘--\Ellr.-'ith:m du texte ne |‘4']H‘|rt]l|i.-:t'.!|| pas toujours
celles de ces Mémoires : il était tout indiqué de profiter de Pappui
mutuel que se prétent les diverses parties de I’ensemble pour
éclaircir et simplifier I'une par 'autre. La I.r.'-.«vulalium des résul-
Ltals +L”‘[+_J|||l;__{_, par 1_'14_-|||1r|e~_. a éié toule modernisée, et ce {l[]i
concerne 'élasticité dans le ]:Lﬂ‘;t_:;l‘.'i[_wh:' 10) a été obtenu d'une ma-
nic¢re qui fail dériver tout intuitivement les résultats de ceux de
Korteweg.

ix'ln:]u[ i nos ;n‘nln'r-:' conlributions, en dehors 4||_' cette :lt'E:il![.‘t—
tion, elles sont conlenues dans les 1‘.ir1|| derniers [_-:-![:L"i“'i".‘:: (g 11
a i‘lj =+ glles concernent surtoul la |s|‘u||.+;.11':1liﬂn et 'amortissement
des intumescences analogues 4 'onde solitaire dans les tuyaux en
saoulchoue.

['ensemble des résultats acquis me semble infirmer, an moins
dans une certaine mesure, le mot désespérant d'Euler que nous
avons cité en commencant : « Cum... haec investigatio vires
humanas transcendere sit censenda, hie utigue isto labort
Jinem tmponere COZTMus. »

FIN.

4
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