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DU CONSERVATOIRE NATIONAL
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CONTRIBUTION A LA DÉTERMINATION 
DES CONSTANTES ÉLASTIQUES DES MATERIAUX 
PAR UN PROCÉDÉ ACOUSTIQUE.

Le module d’élasticité E et le module de torsion y. de lu plupart des 
substances solides peuvent être mesurés en déterminant la fréquence pro­
pre pour la vibration longitudinale et pour la vibration de torsion des 
éprouvettes.

Basé sur un procédé électrostatique pour l’entretien des vibrations dans 
les verges, le montage que nous avons utilisé convient bien pour produire 
soit dès vibrations longitudinales, soil des vibrations de toision. et mesu­
rer avec une grande précision dans les deux cas la fréquence propre 
d’une éprouvette cylindrique. On opère sur des éprouvettes d une longueur 
de l’ordre de 250 mm et d’un diamètre de 10 mm.

Les substances étudiées peuvent être aussi bien isolantes que conduc­
trices.

Pour tes aciers au nickel nous avons utilisé, pour produire des oscilla­
tions de torsion, l’effet WIEDEMANN qui est un cas particulier de magnéto­
striction.

Ce procédé électrostatique permet, en vibrations forcées, de relever com­
modément la courbe de résonance de l'éprouvette étudiée, et. en oscillations 
libres, d’enregistrer, à l’oscillographe, après détection, la courbe enveloppe 
de décroissance exponentielle de l’amplitude en fonction du temps. Ces 
deux courbes permettent de calculer le décrément logarithmique des vibra­
tions qui caractérise le frottement interne de la substance étudiée. Pour 
relever ces courbes avec précision, nous avons dû résoudre, deux difficultés 
expérimentales : avoir une amplification linéaire et realise!" un oscillateur 
très stable.

Nous avons fait la théorie simplifiée des vibrations longitudinales d une 
barre avec amortissement.

Nous avons appliqué ce procède à la mesure du module d élaslicile de 
différentes substances conductrices el isolantes.

La variation du module d’élasticité des ferro-nickels réversibles, en fonc­
tion de la température, a été étudiée par cette méthode. La mesure du 
module de rigidité de ces alliages nous a permis de calculer, pour la tem­
pérature ambiante, le coefficient de Poisson en fonction de la teneur en 
nickel. ....

Sur l’Invar nous avons étudié la variation du module d élasticité en fonc­
tion de l’aimantation.

Enfin des mesures de frottement interne sur des ferro-nickels reversi­
bles terminent ce travail, et ces différentes applications montrent les possi­
bilités du dispositif étudié.

La précision des mesures atteinte est de 1 ordre de 0,1 %.

.

Extrait de la Revue 44 MESURES', n° d'octobre 1947. B. 27

...
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INTRODUCTION

Récemment, de nombreuses méthodes basées 
sur des procédés dynamiques ont permis le cal­
cul de constantes élastiques des matériaux à par- 
tir des frequences propres d’éprouvettes en vibra­
tions longitudinales ou tournantes.

Dans les travaux de Cooke [1] et Brown, en 
Amérique, et de Nakamura [2] au Japon, les pro­
cédés utilisés pour faire vibrer les éprouvettes 
à leur fréquence propre sont le plus souvent ma­
gnétiques ou piézo-électriques.

Ces méthodes, bien que relativement précises, 
sont difficilement utilisables si l’on veut étudier 
tes variations des constantes élastiques des maté­
riaux et le frottement interne en fonction de la 
température et de l’aimantation.

Le procédé électrostatique que nous avons uti­
lisé permet ces mesures. Pour la commodité de 
notre exposé, nous le divisons en cinq chapitres :

1° Généralités; description de la méthode;
2° Etude théorique des vibrations longitudina­

les d’une barre avec amortissement;
3° Description des appareils;

4° Application à la mesure des constantes 
élastiques de différents matériaux;

5° Applications diverses.
Ce travail a été exécuté, de 1942 à 1947, au 

Laboratoire d’Essais du Conservatoire Natio­
nal des Arts et Métiers, sous la direction de 
M. BOUTRY.

Nous tenons à exprimer à M. BOUTRY, direc- 
teur du Laboratoire d’Essais, professeur au Con­
servatoire National des Arls et Métiers, notre pro­
fonde reconnaissance pour la confiance qu’il nous 
a témoignée et les moyens matériels qu’il a mis 
à notre disposition en nous faisant profiter des 
grandes possibilités de travail qu’offre le Labo­
ratoire d’Essais.

Nous remercions aussi bien vivement M. Le 
BLAN, chef de la Section de Physique au Labora­
toire d’Essais, pour ses conseils judicieux, et qui 
a, par son esprit critique, facilité notre tâche.

Qu’il nous soit permis également de remercier 
ici M. Salmon, chef d’atelier du Laboratoire 
d’Essais, et ses ouvriers qui ont, grâce à leur 
compétence et leur dévouement, aplani toutes les 
difficultés de construction des appareils utilisés 
dans ce travail.

CHAPITRE I

GÉNÉRALITÉS

On sait que le module d’élasticité E d’une 
éprouvette se calcule d’après la mesure de l’al­
longement qui correspond à un effort de trac­
tion F.

E, module d’élasticité statique, est donné par 
la formule :

_ LS L-L 
dans laquelle :

S est la section de l’éprouvette;
Lo sa longueur initiale;
L — L0 l’allongement élastique produit par l’ef­

fort F.
Cette définition n’est valable que si l’éprou­

vette ne subit pas de déformation permanente. Il 
est donc indispensable que :

N, la fréquence propre de l’éprouvette en vi­
bration longitudinale;

L, la longueur de l’éprouvette.
Dans cette formule, il n’est pas tenu compte du 

fait que l’éprouvette en vibration longitudinale se 
dilate et se contracte alternativement suivant son 
rayon. Pour une éprouvette cylindrique, le calcul 
montre [3] que si on tient compte des variations 
de section, la densité devient légèrement plus 
grande :

a,-a(1+*55)
où a est le coefficient de Poisson;

r le rayon de l’éprouvette;
X la longueur d’onde de la vibration sta­

tionnaire dans la barre.
le résultat de la théorie rigoureuse donne :

Comme la méthode statique ordinaire permet 
difficilement de satisfaire à cette condition tout 
en garantissant une grande précision, il est pré- 
férable d’utiliser la méthode dynamique, déjà 
préconisée par Kundt en 1865.

Dans la méthode dynamique, le module d’élas­
ticité E d’une éprouvette fixée en son milieu est 
lié à la fréquence propre par la relation :

E = (2NL)2 A

A est la densité du matériau:

[1] Les chiffres entre crochets renvoient à la biblio­
graphie finale.

— , 2n2g2r2Dans nos mesures, la quantité  —— est né­
gligeable parce que la longueur d’onde ). est gé­
néralement très grande par rapport au diamètre 
de l’éprouvette.

La formule pratique devient :

E = (2NL)2 A

Il suffit donc, pour connaître le module d’élas­
ticité E, de mesurer avec précision la longueur 
et la densité de l’éprouvette, puis de déterminer 
la fréquence propre de l’éprouvette en vibration 
longitudinale.

Une autre constante élastique est le module de

IntroductionChapitre I. Généralités
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torsion oil coefficient de rigidité a. Nous le défi- 
nirons simplement à l’aide de la figure 1 dans la- 
quelle ABCD est la section d’un cube égal à 
l’unité, la base étant appliquée sur un plan ho­
rizontal. Sur la face supérieure agit tangentiel- 
lement et parallèlement à l’arête BC, une force F.

/ 
/ 2-

 O

Il en résulte un glissement des lamelles qui cons­
tituent le cube et la force F est équilibrée par les 
réactions élastiques qui se produisent. La section 
ABCD devient un losange AB'C'D. La déforma­
tion est caractérisée par l’angle BAB' = a; on a :

BB 
a= — radian.AB

Le module de torsion y. est défini par le rap- 
F

port —. Si la mesure de la frequence propre
de la barre en vibration longitidunale permet de 
calculer le module d’élasticité, de même la con­
naissance de sa fréquence propre en vibration de 
torsion permet de déterminer le module de rigi­
dité y.. La vitesse de propagation de ces vibra­
tions est :

a-V
Dans le cas d’une éprouvette cylindrique prise 

en son milieu, on a :

Q 1H25N, = NVA
N, étant la fréquence propre de l’éprouvette en 
oscillation de torsion, d’où :

p. = (2N,L)2A

Pour une substance isotrope homogène, la con­
naissance de E et de p. permet de calculer le 
coefficient de Poisson (c'est-à-dire le rapport de 
la contraction transversale relative à l’allonge­
ment relatif produit par la traction sur une 
éprouvette).

On a :

Description de la méthode.

En 1941, Pierre Grivet a décrit une expérience 
où les vibrations d’un diapason sont entretenues 
par une action électrostatique [4].

Basé sur ce procédé d’entretien, Je montage 
que nous avons utilisé [5] dans ce travail con­
vient parfaitement pour produire soit des vibra­
tions longitudinales, soit des vibrations de tor- 
son, et mesurer avec une grande précision dans 
les deux cas la fréquence propre d’une éprou­
vette cylindrique.

Nous avons opéré sur des éprouvettes d’une 
longueur de l’ordre de 200 à 250 mm et d’un 
diamètre de 8 à 12 mm.

La figure 2 indique le montage que nous avons 
utilisé pour la production de vibrations longi­
tudinales dans l’éprouvette.

L’éprouvette cylindrique est fixée en son mi­
lieu par trois aiguilles d’acier trempé qui la main­
tiennent verticalement entre deux électrodes 
ajustables A et B.

L'électrode A reçoit la torsion amplifiée d’un 
générateur hétérodyne basse fréquence et exerce 
une attraction électrostatique périodique sur 
l’éprouvette, produisant dans celle-ci des vibra­
tions longitudinales. L’autre, B, sert de micro­
phone électrostatique. Les tensions produites par

Fig. 2

le déplacement de l’éprouvette sont enregis­
trées après amplification sur un oscilloscope 
cathodique. L'éprouvette doit être au poten­
tiel du sol. L’amplitude des vibrations n’est 
notable que si la fréquence des vibrations élec- 
triques est égale à la fréquence propre de 
l’éprouvette. En faisant varier la fréquence de 
la tension appliquée entre l’électrode A et la 
terre par l’action du condensateur variable du 
générateur, on atteint la résonance : l'amplitude 
des vibrations enregistrées sur l’oscilloscope 
passe alors par un maximum. La fréquence lue 
sur le cadran du générateur basse fréquence est 
donc bien égale à la fréquence propre de 
l’éprouvette qui vibre longitudinalement.

Pour la détermination des vibrations propres 
de torsion, nous avons apporté les modifications 
indiquées par la figure 3. Une petite plaque 
conductrice est collée ou soudée suivant un dia­
mètre à chaque extrémité de l’éprouvette.

Deux électrodes ajustables En et E2 (fig. 4) en

Description de la
méthode
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regard des plaques P. et P2 jouent le rôle fies 
électrodes A et B du montage précédent. Pour 
la détermination de la fréquence propre de tor­
sion, nous avons dû prendre certaines précau­
tions, car en plus des vibrations de torsion, il 
peut sc produire des vibrations transversales; 
pour diminuer l’importance de ces dernières, 
il est nécessaire de souder les plaques P, et P2 
à angle droit.

Fig. 3 (à gauche) 
Fig. 4 (ci-dessus)

Pour identifier les deux genres de vibrations, 
on compare les fréquences propres d’éprouvet­
tes de même nature mais de diamètres diffé­
rents. Seules les fréquences propres des vibra­
tions de torsions sont indépendantes du dia­
mètre.

Nous avons vérifié expérimentalement que 
l’influence de la masse des plaques sur la fré- 
quence propre des vibrations de torsion est fai­
ble et la correction qu’il y a lieu de faire est in­
diquée à la fin du chapitre II.

Si la substance étudiée est isolante, on la re­
couvre d’un enduit conducteur (argenture chimi­
que, aluminure par évaporation, etc...) d’épais­
seur assez faible pour ne pas modifier les phé­
nomènes de façon appréciable.

Pour les matériaux ferromagnétiques, tels que 
les alliages fer-nickel qui ont été étudiés dans 
ce travail, nous avons utilisé, pour produire des 
oscillations de torsion, le phénomène de WIE- 
DEMANN [6] qui est un cas particulier de ma­
gnétostriction.

Ce phénomène se résume ainsi :
1° Si l’on fait passer un courant dans un fil, 

aimanté longitudinalement au moyen d’une bo­
bine qui l’entoure, on constate que le fil sc tord;

2 Réciproquement, si l’on tord un fil de fer 
aimanté longitudinalement, on produit une force 
électro-motrice dans le fil.

La figure 5 indique le montage utilisé. 
L'éprouvette cylindique est fixée en son milieu 
comme précédemment par trois aiguilles d’acier 
trempé qui la maintiennent verticalement sui­
vant l’axe d’une bobine S, alimentée par une 
source de courant continu. L’électrode A, reliée 
à l’amplificateur A,, est en contact avec l’extré­
mité supérieure de la barre à étudier par l'in­

termédiaire d’un petit ressort R. terminé en 
pointe. L'amplificateur A. amplifie la tension pro­
duite par le générateur hétérodyne basse fré- 
quence. Le courant de sortie de l'amplificateur 
circule dans la moitié supérieure de l’éprouvette 
et provoque dans celle-ci des oscillations de tor­
sion. Ces oscillations ne sont notables que si 
leur fréquence est égale à la fréquence propre 
de l’éprouvette en vibration de torsion. L’éprou­
vette vibrant en demi-onde, il se produit, entre 
l’extrémité B et la terre, une force électromo­
trice alternative dont la valeur passe égale­
ment par un maximum, quand l’éprouvette vibre 
à sa fréquence propre. Un ressort en cuivre R. 
identique à R, recueille cette force électromo­
trice qui est enregistrée après amplification sur 
un oscilloscope cathodique, et mesurée à l’aide 
d’un voltmètre à lampe. La fréquence propre de 
torsion est lue sur le cadran de l’oscillateur basse 
fréquence pour la valeur maximum de la force 
électromotrice induite.

Dans ce dispositif la pression des ressorts est 
très faible, et la résistance mécanique offerte par 
les électrodes aux oscillations de torsion est né­
gligeable, d’autant plus que les efforts sont diri­
gés suivant l’axe de l’éprouvette.

Le procédé de mesure que nous avons décrit 
utilisant les vibrations longitudinales donne le 
module d’élasticité adiabatique car, pendant la 
durée d’un quart de période, la chaleur ne peut 
s’équilibrer dans le corps soumis à l’essai. Ce 
module d’élasticité E est un peu supérieur au 
module d’élasticité isothermique E, que donne la 
mesure statique ordinaire, lorsqu’il s’écoule un 
temps suffisant entre l’instant d’application de la 
force de déformation et l’instant de la détermi­
nation de cette force.

Le rapport entre ces deux modules a pour ex­
pression [7] :

a = coefficient de dilatation.
A = densité.
T = température absolue.

Ch = chaleur spécifique à pression constante.

Pratiquement ce rapport est très voisin de 1, 
de sorte que la différence entre les deux modu­
les peut être négligée.

Mesure du frottement interne.

Le frottement interne est caractérisé par 
l’amortissement qui se produit dans un solide.

Mesure du frottement
interne
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en vibrations libres, quand celui-ci est fixé de 
telle sorte qu’aucune énergie ne puisse s’échap­
per à l’extérieur (supports). Quand un tel so­
lide est soumis à une force périodique, le frot­
tement interne empêche que l’amplitude de la 
vibration devienne infinie, lorsque la fréquence 
approche de la fréquence propre de la barre 
étudiée.

Pour traduire par un nombre la grandeur du 
frottement interne, on peut utiliser le coefficient 
d’amortissement K qui est le rapport des deux

A., 
amplitudes maxima successives K = —— , ou 

An+1 

encore calculer le décrément logarithmique des 
oscillations :

SL A = LK.
An+1

Si, comme nous l’avons fait, on enregistre la 
courbe de décroissance exponentielle de l’ampli­
tude en fonction du temps, on peut en déduire 
ce qu’on appelle la constante de temps, qui est 
l’inverse du coefficient d’amortissement. Cette 
constante de temps mesure le temps nécessaire 
pour que, dans le mouvement libre, l'amplitude 
ait été réduite par l’amortissement dans le rap­
port 1/e. Le décrément logarithmique est par 
conséquent égal au quotient de la période par la 
constante de temps (8).

Un autre procédé pour la mesure du décré­
ment logarithmique consiste à utiliser la courbe 
de résonance (fig. 6).

On démontre par un calcul simple que le dé­
crément logarithmique est :

. * «F 
0 = -. —. • m Fo

Si l’on prend des valeurs de A telles que 
A./A = V2,

on a : m =1 et 8 = 7 — .
Fo

Dans ce travail, nous avons utilisé ces deux 
méthodes, et, dans un des chapitres qui suivent, 
nous indiquerons en détail les précautions prises 
pour l’enregistrement des courbes d’amortisse­
ment et la détermination des courbes de réso­
nance. '

Fig. G

Ces deux méthodes se complètent parfaitement 
l’une l’autre. Pour un matériau à grand amortis­
sement on peut utiliser commodément la courbe 
de résonance. Dans les matériaux à très faible 
amortissement (3 < 10-4), l’acuité de la courbe de 
résonance est très grande, l’amplitude maximum 
est mal déterminée et il est donc difficile de 
mesurer dF avec précision.

CHAPITRE 11

ÉTUDE DES VIBRATIONS LONGITUDINALES. 
D'UNE BARRE AVEC AMORTISSEMENT

La propagation de vibrations longitudinales 
dans «les barres cylindriques et les phénomènes 
d’ondes stationnaires qui en résultent sont étu­
diés dans les traités classiques de Mécanique (1). 
Leurs auteurs indiquent qu’en général les accé­
lérations perpendiculaires à la direction de pro­
pagation sont négligeables. Ces accélérations, 
déterminées par le coefficient de Poisson, résul­
tent des compressions et dilatations auxquel­
les est soumise une tranche de barre perpendicu- 
faire à la direction des génératrices. BOUASSE (2) 
reproduit à ce sujet un calcul approché qui per­
met de déterminer l’erreur commise en négli­
geant ces accélérations pour des barres de révo­
lution. On obtient :

AE _ 2*262/2
E~ )2

(1) BRUHAT, Mécanique physique, page 515.
(2) BOUASSE, Verges et Plaques, pages 4 et 5. 

où E est le coefficient d’élasticité, AE l’erreur 
commise sur sa détermination expérimentale 
d’après la fréquence propre d’une barre quand 
on néglige dans le calcul les accélérations ra­
diales.

G est le coefficient de Poisson pour la matière 
utilisée, r est le rayon de la barre, ) la lon­
gueur d'onde de la vibration dans la barre.

Dans nos expériences, nous avons toujours 
rs 0,5 cm, et ) = 50 cm. Prenons en moyenne 

G = 0,3; il vient :

AE
-E = 1,8 x 10-4.

Cette erreur est, comme nous l’avons déjà men­
tionné, petite par rapport à l’erreur totale inter­
venant dans la détermination de E.

Dans ce qui suit nous allons donc continuer 
à négliger les accélérations radiales (nous utili­
sons toujours des barres de révolution).

Nous nous proposons d’étudier la propagation

Chapitre II. Étude des
vibrations
longitudinales d'une
barre avec
amortissement
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d’ondes longitudinales avec amortissement dans 
le but particulier d’établir la relation qui existe 
entre ce dernier et la courbe de résonance d'une 
barre vibrant par exemple en quart d’onde. Cette 
relation, analogue à celle existant pour les oscil­
lateurs harmoniques sans propagation, ne semble 
pas avoir été signalée pour les oscillateurs à pro­
pagation (3).

Nous n’avons donc pas- l’intention ici de faire 
une étude des raisons qui peuvent, en Physique (4) 
moléculaire, créer l’amortissement, étude qui 
sortirait du cadre de ce travail. Nous nous bor­
nerons à introduire dans les équations un terme 
analogue à celui qui intervient pour le frottement 
interne des fluides (5).

On obtient ainsi l’équation de propagation :

82u 32u 4 83u
0 3422 3 " Bæzt 50 (2)

qui est celle qui régit la propagation d’ébranle­
ments longitudinaux dans un fluide avec amor­
tissement purement visqueux (6). p. est alors le 
coefficient de viscosité. Nous n’avons pas lieu de 

83u préciser la forme du coefficient de ---- , et 
dæ-ôt ‘ 

nous prendrons comme équation de départ :

( 82u i 62u , 83u
(3)................... 3 ôt2 5x2 ôa-ôt

(A> 0

Rappelons que x représente l’abscisse d’une 
tranche infiniment mince de barre, mesurée le 
long de l’axe, la barre étant au repos, x + u est 
l’abscisse de la même tranche à l’instant t au 
cours du mouvement.

Il est indiqué de rechercher une solution de 
la forme :

U = U0e —ax + (ut — T — o ) (4)
En portant dans (3), il vient :

(.+ 2=)—00 CE—Ao) (5) 
\ ) ) E’+ A262

La résolution de cette relation complexe peut 
se faire rigoureusement. En posant le second 
membre égal à a + jb, il vient :

Les expressions (6) sont compliquées. Pour

8# 
+1 

„ 
11 

J 
SIX

(3) Lord Rayleigh, Theory of Sound, Vol. II, p. 314.
(4) F. Y. ROCARD, Dynamique générale des vibrations 

(Ch. Il et III).
(5) Plusieurs théories de ce genre ont été avancées, 

en particulier par Maxwell. La plus complète et la 
dernière en date, due à C. ZENER, est en bon accord 
avec les résultats expérimentaux.

(C) On sait que les causes d’amortissement peu­
vent être multiples. Cf. Rocard, Propagation et Absorp­
tion du son, p. 40. 

leur utilisation pratique, nous allons les alléger 
en faisant les remarques suivantes :

a) En se reportant à (4), on voit que 1/a est 
le chemin que doit parcourir l’onde pour que 
son amplitude soit divisée par e. L’expérience 
montre que les solides auxquels nous applique­
rons cette étude sont assez peu amortis pour que 
1/a soit grand par rapport à X (en général : 
1/a) < 1 000).

La suite du calcul montrera comment on peut 
passer des faits expérimenteux à cette conclu­
sion. Nous prendrons a.), comme infiniment petit 
principal.

b) En développant le premier membre de (5), 
il vient :

La partie principale du terme réel est d’après 
(a) — 4x2/12 au deuxième ordre près. 11 s’ensuit 
que l’argument de (7) est un infiniment petit équi­
valent à a)/* et, d’après (5), b/a est du même 
ordre, ainsi que Ao/E.

Les expressions (6) peuvent alors être rempla­
cées par les expressions équivalentes, v étant la 
vitesse de propagation d’une onde sinusoïdale 
de pulsation or :

(8)

C
o — tig 1 I

A22
E2

K 
.
 

O
C

Aoi
2E 0

On voit d’après (8) que la vitesse de propaga- 
lion est différente de la vitesse vo sans amortis­
sement, d’un terme du second ordre (7).

Dans tout ce qui suit on aura des valeurs en­
tachées d’une erreur relative au second ordre en 
remplaçant v par vo = VE/p. En particulier on 
prendra :

A«>w Ao20 = -- ----------- =---------
2E vo 2Ev

Les signes = correspondent aux possibilités de 
propagation dans les deux sens des deux ondes 
de somme U :

Aclæ r /. x\ JU= Upe 2Ed0 + 7K 0)

(7) Les termes du 2e ordre de (8) ne sont d’ailleurs 
pas correcte, puisque le calcul a été mené au 2° ordre 
près.

( + Uie 2Evo L \ Po / J

La solution (9) contient 4 constantes qui per­
mettent de satisfaire à des conditions de mouve­
ment imposcés à deux sections de la barre (deux 
conditions : phase et amplitude pour chaque 
section).
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Barre vibrant en quart d’onde

Nous prenons une barre encastrée pour x = 0, 
et soumise à une force F = Foe jet à son extré­
mité libre a = 1

a)x = 0 U = 0 quel que soit t, d'où :

U,e —91 = — Ue -jo (10)
On pourra satisfaire à cette condition par 

exemple en prenant :

%= 00 U,= U- (11)
D’où pour (9)

/ Aw-x 
U = Use J(teo) e — 2ED

b) x = 1. Etant donné une section droite de la 
barre, la force exercée par le morceau situé du 
côté des x croissants sur l’autre morceau s’écrit :

FED (13)

d’où, pour la section terminale, 

est alors de beaucoup la plus rapide, et comme 
on le verra, dans un très petit intervalle relatif 
de fréquence l’équation (15) s’écrit, pour x=l:

U(l) = e jet_ _ Fol cotg BThol j 
al + jßl cotg Bl + jThal (16)

en posant :

II 
# € II S
E (17)

Thal est de l’ordre de al. On voit d’après (16)

tlp
 

ol
e + el
e 88 (12)

que U (l) est maximum au voisinage des valeurs 
de w qui annulent cotg Bl. Il est manifeste que 
dans (16) c’est le facteur du dénominateur cotg Bl 
+ jThal qui a, au module et en phase, la varia­
tion la plus rapide.

Pour avoir d'une manière aussi rapprochée 
que possible la fréquence de résonance, nous al-
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(14) détermine Uge Jon, et l’on peut mainte­
nant écrire U, toutes les constantes étant con­
nues :

Ions d’abord considérer que seul ce facteur est 
variable, et examiner ensuite les corrections à 
apporter à ce résultat.
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(15)

En prenant la partie réelle de U, on obtien­
drait la représentation habituelle d’ondes station­
naires avec amortissement. Nous nous attache­
rons plus particulièrement à l’amplitude de l’ex­
trémité de la barre pour mettre en évidence les 
phénomènes de résonance.

Tant que 1 n’est pas grand par rapport à X :

Ao2l Ao al Ac 
o =- - est de l’ordre de - 2EV EX E

11 est manifeste que | U (e) | est minimum pour 
des valeurs de o très voisines de celles qui satis­
font à :

cot ) sin —- = 0, soit l=k — 
»0 2 

et maximum au voisinage de :

X 
cos— = 0, soit 1 = (2k + 1)—.

Vo 4
Nous allons étudier ce qui se passe au voisi­

nage de 1= A quand a varie. La variation du 

facteur du dénominateur :

ool A02 cl 
D=2 cos j-m— sin — 

Vo Evo Vo

Il nous faut donc examiner Je module de :

D = cotg Bl + jThal (18)

* ) au voisinage de 8/ =km, soit 1 = (2k1)
4

Pour nous en tenir à une barre quart d’onde, 
nous poserons k = 0, et nous supposerons que / 
est voisin de X/4, en écrivant :

8=2 0+.,

s étant un infiniment petit, dont par hypo­
thèse l’ordre ne doit pas être inférieur à celui 
de a/. Nous désignerons par w0 la valeur de w 
telle que :

d’où 0 = 0(1 + e),

et par Co la valeur corresspondante de a.

D’où: =*+ (1 + 4c) 002/2 (19)

Pour justifier l’approximation qui permet de 
passer de (18) à (19), désignons par n l’ordre 
de s,

% étant l’infiniment petit principal.

Barre vibrant en quart
d'onde
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On a :

& II 8 -% +

SII + 2+ €2) — (1 

cotgßZ = tg s—) = €

È 

:0

Pour cette évaluation, nous supposerons que 
ces frontières de la bande correspondent à des 
valeurs de s d’ordre minimum 1, comme jusqu’à 
présent, et nous négligerons les quantités du 
deuxième ordre. Il suffit alors d’étudier la varia­
tion de | D I2 :

D l2 max = 00212 au deuxième ordre près.

3

00 Déterminons e pour que ID =

On a donc rigoureusement :
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% 
don a : 3 X quantité finie.

On voit ci-dessus qu’en conservant uniquement 
les termes figurant dans (19), on obtient pour la 
résonance une valeur de e valable au troisième 
ordre près :

LL 82,212
72

Voyons maintenant l’influence des autres 
leurs de (16). Nous ne considérons que le 
teur :

E= + isl + %( + / T (1 + e)

E/2= 1,2/2 + 7 (1 + 26). 

(20)

fac- 
fac-

dont la relation relative du module est d’ordre n, 
tandis que la variation relative de module de 
cotg ßThal + / est d’ordre 2n+ 2.

Nous avons alors à rechercher le maximum 
de :

[1 + 2e] [*362 + 1602/%€ + 4,212]

Il vient, pour la valeur principale de s :

C’est là, au troisième ordre près, la valeur cor­
recte de e rendant maximum le module de U (l) 
au voisinage de l = )/4.

En conclusion, la fréquence de résonance ne 
diffère de ©0, en valeur relative, que d’une quan- 
tité du deuxième ordre. Ce résultat justifie l’hy­
pothèse faite plus haut sur l’ordre de s.

Courbe de résonance.

G) BANDE PASSANTE.

Nous allons d’abord évaluer le degré d’acuité 
de la résonance en déterminant la largeur de la 
bande passante, c’est-à-dire l’intervalle de fré­
quence encadrant le maximum, et pour lequel :

0010 0 maxL
V2

d’où :

Comme, au deuxième ordre près,

; _ % _  IV
4 20,’

on a, en désignant par Ao , la largeur de la 
bande passante qui est symétrique par rapport 
à Wor

Ao = 2 - 0 (23) 
@0 E

b) Conséquences.

Tout d’abord (22) justifie l’hypothèse initiale 
suivant laquelle s est d’ordre 1 (23) montre que 
Awp/E représente la quantité Aœ/co dont l’in­
verse est appelé coefficient de surtension pour les 
circuits oscillants, et d’une façon générale pour 
tous les oscillateurs linéaires sans propagation. Or 
l’expérience montre que la quantité Ao/wo déter­
minée sur la courbe de résonance de barres en 
matériaux usuels (acier, aluminium, verre, etc...) 
est de l’ordre de 10-4, et en tous cas < 10~3. Ceci 
justifie le fait que tout au long des calculs qui 
précèdent nous ayons considéré Ao/E comme un 
infiniment petit.

c) Courbe de résonance.

Elle peut être construite à partir de (19). En 
dehors de la bande passante, s peut être d’ordre 
<1. Prenons-le alors comme infiniment petit 
principal, m étant l’ordre de agl, m) 1. On a 
alors :

| D l2 =4 s2 + termes d’ordre 24))

+ (#0212 + termes d’ordre > 2/» + 1)

En écrivant :

IDE 6 + 2,2/2 (24)

on fait sur |D |2 une erreur relative dont la par­
tie principale est d’ordre minimum

Courbe de résonancea) Bande passanteb) Conséquences
c) Courbe de
résonance
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1 = (2m + 1) —2, pour m =1). 
Donc

représente à un facteur constant près la courbe 
de résonance, avec une erreur relative de l’ordre 
de e.

En désignant par 60 la valeur absolue de l’écart 
relatif Awo/wo, qui donne d'après (22) les fron­
tières de la bande passante, on a :

1 11
y =--------------= - (26)

Ve3 + 502 s VE+1 

avec s = keo.
Sur l’équation (26) on voit que, y n’étant dé- 

tini qu’à un facteur constant près, toutes les 
courbes de résonance sont superposables, aux ap­
proximations ci-dessus près, si l’on prend pour 
unité en ordonnée l’amplitude maximum, et pour 
unité en abscisse 6.

On a alors : 

l'origine des abscisses correspondant à la fré- 
quence de résonance. On a représenté (fig. 6 bis)

Fig. 6 bis
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sur le même graphique des courbes expérimen­
tales correspondant à des matériaux différents et 
une courbe théorique (équation 27), en utilisant 
le système de coordonnées réduites précédent.

Constante de temps.

Nous nous proposons de ‘déterminer quelle loi 
régit la décroissance de U (l) quand on supprime 
la force d’entretien. La linéarité de l’équation 
de propagation initiale nous a conduit à une so­
lution générale sinusoïdale pour une fréquence 
donnée qui fait intervenir deux ondes se propa­
geant en sens inverse d’une manière indépen­
dante du point de vue de l’amortissement en par­
ticulier. L’affaiblissement est toujours donné par 
la loi e-ax

A partir du moment t= 0 où l’on arrête la 
force d’entretien, on peut considérer que la barre 
est le siège de la propagation d’une onde qui se 

réfléchit successivement sur les deux extrémités 
et s’affaiblit en fonction du chemin parcouru.

Pour : t = 0, on a: u (1, o) = u.
A l’instant t, l’onde se réfléchissant à l’extré­

mité libre de la barre a parcouru sans entretien 
le chemin vt, et l’on a :

u(.l,t) = uge—avl (28)

(28) représente la loi cherchée. La constante de 
temps est :

1 2E
T =— - (29) au Ao-

Nous avons déjà trouvé (23) pour le coefficient 
de surtension :

E

d’où la relation :

2q = ta (30)

On a la même relation que pour les quantités : 
et q définies pour les circuits oscillants :

Lo 2L 
IRi *R2*

Cette identité justifie l’emploi des mêmes ter­
mes (coefficient de surtension, décrément, etc...) 
pour les systèmes oscillants avec et sans propa­
gation.

Remarque sur l’amortissement.

En se reportant au détail des calculs donnant 
(23) et (27), on voit que ces résultats demeurent 
si la quantité a est une fonction de w quelconque 
mais dont la dérivée existe au point w = @0. On 
a alors :

8a 
« (s) = % + -—e + ... 

et les approximations faites conservent leur va­
lidité.

En conséquence, les vérifications expérimenta- 
les de l’équation (30) qui résulte de (23) et (29), 
ou la concordance des courbes de résonance 
théorique et expérimentale en coordonnées ré­
duites. ne sont nullement en faveur des hypothè­
ses faites concernant la cause physique de 
l’amortissement.

Par contre, la mesure de T ou q à diverses 
fréquences permet de vérifier (23) et (29) en tant 
que fonctions de ~, et cette vérification confirme 
la validité du terme caractérisant la viscosité in­
troduit dans l’équation de propagation.

Nous n’avons pas essayé cette vérification (pii 
nécessite un appareillage spécial, mais nous nous 
proposons de le faire ultérieurement.

Autres similitudes avec les circuits oscillants.

Le facteur principal D à considérer pour la 
variation de U (/) au voisinage de 00 est d’après 
(16), et en en conservant

D = s ) + jaul

Constante de temps
Remarque sur
l'amortissement

Autres similitudes
avec les circuits
oscillants



2al fou D’+jo = + - (31) 

où s est seul variable.
Pour un circuit oscillant, le facteur principal 

est :
02 N
— 1 )

=4+ 2/6 

ou bien :
F=j-2 (32)

(31) et (32) montrent que la variation des mo­

dules est la même : les courbes de résonance en 
coordonnées réduites sont superposables au voi­
sinage de wo. D’autre part, au signe près, la va­
riation des phases est la même. En particulier 
la variation de phase à partir de w = 00 est 
de = R/4 quand on atteint les frontières de la 
bande passante. Ceci implique que les considé­
rations relatives à la stabilité d’oscillations en­
tretenues dans un circuit oscillant par un ampli- 
ficateur à lampes, en fonction de la phase de 
la réaction d’entretien, sont immédiatement ap- 
plicables à une barre auto-entretenue par exci­
tation électrostatique, à une rotation de w/2 près 
dans un sens convenable.

(A suivre.) R. CABARAT.







D
en

ar
e

-e
r



—
w

e
-a

nn
in

e:

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org

	CONDITIONS D'UTILISATION
	NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE
	NOTICE DE LA REVUE
	NOTICE DU VOLUME

	NOTE DE PRÉSENTATION
	PREMIÈRE PAGE (PAGE DE TITRE) (vue 1/16)
	TABLE DES MATIÈRES
	Sommaire (n.n. - vue 2/16)
	Contribution à la détermination des constantes élastiques des matériaux par un procédé acoustique (p.275 - vue 3/16)
	Introduction (p.276 - vue 4/16)
	Chapitre I. Généralités (p.276 - vue 4/16)
	Description de la méthode (p.277 - vue 5/16)
	Mesure du frottement interne (p.278 - vue 6/16)

	Chapitre II. Étude des vibrations longitudinales d'une barre avec amortissement (p.279 - vue 7/16)
	Barre vibrant en quart d'onde (p.281 - vue 9/16)
	Courbe de résonance (p.282 - vue 10/16)
	a) Bande passante (p.282 - vue 10/16)
	b) Conséquences (p.282 - vue 10/16)
	c) Courbe de résonance (p.282 - vue 10/16)

	Constante de temps (p.283 - vue 11/16)
	Remarque sur l'amortissement (p.283 - vue 11/16)
	Autres similitudes avec les circuits oscillants (p.283 - vue 11/16)


	DERNIÈRE PAGE (vue 16/16)

